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1. Прѳдметъ изопѣдованія. Системы винтовыхъ ско
ростей, остающихся для твердаго тѣла возможными, когда оно 
подчинено удерживающими связямъ, т. е. такимъ, условія ко-
торыхъ не содержать зиаковъ неравеиствъ, хорошо изслѣдова-
ны. Но въ изслѣдованін перемѣщеній твердаго тѣла нри та-
кихъ связяхъ, условія которыхъ кромѣ знака равенства содер
жать и знаки неравенство^ еще далеко не достигнуто желаемой 
полноты. Въ настоящей работѣ, которая имѣетъ дѣлыо изуче-
ніе виитовыхъ скоростей въ случаѣ связей нослѣдияго рода, 
принята за основную форму связи твердая неподвижная по
верхность, къ которой твердое тѣло можетъ или касаться или 
отъ нея отходить. Извѣстно, что не всякая связь, ограничи
вающая движеніе твердаго тѣла, поскольку она выражается 
какою-либо зависимостью между его кинематическими элемен
тами, можетъ быть осуществлена въ видѣ такой твердой, не
подвижной поверхности. Томсот и Тэтъ въ своемъ сочиненін 
„А treatise on natural philosophy" первые обратили на это впц-
Mani е и дали примѣръ такого ограниченія свободы твердаго 
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тѣла, которое не может* быть достигнуто іірииасаиіем* его 
къ поверхности *), Тѣмъ не менѣе этотъ частный видт> связи 
играетъ первенствующую роль во всѣхъ понросахъ механики 
твердаго тѣла, так* как* па практикѣ ограничение въ двшке-
ніп его всегда достигается яри помощи связей, которыя при
водятся къ касанію тѣла к* одной или къ нѣсколышмъ твер-
дымъ поверхностям-*. Важность этого вида связей увеличива
ется еще тѣмъ обстоятельством*, что если имѣется пѣсколъко 
связей, то, какого-бы общаго вида онѣ ин были, онѣ всегда 
могут* быть въ дѣйствительности замѣнены столькими-же не
подвижными поверхностями **); на практикѣ-же, напр. въ те-
оріи механизмовъ, лишь въ крайне рѣдкнхъ случаях* прихо
дится ограничиваться одною связью. Эти соображенія позволя-
ютъ при изученіи возможныхъ перемѣщеній твердаго тѣла, 
подчиненнаго нѣсколькимъ пеудероюивающимъ связямъ, т. е. 
тавимъ связямъ, которыя въ своемъ аналитическом* выраженіи 
содержать знаки неравенству представлять себѣ, не нарушая 
общности "вопроса, что эти связи механически осуществлены 
въ видѣ твердыхъ и неподвюкныхъ поверхностен, на которыя 
твердое тѣло при своемъ движеніи опирается, ирпчемъ оно 
можетъ и отходить отъ каждой изъ этихъ поверхностей, на
сколько это позволяютъ остальпыя поверхности. Такія поверх
ности мы будемъ называть опорными (Stützflächen). 

Для случая одной связи будетъ принять во внимапіе и 
болѣе общій случай (§ 5); притомъ-же пріемъ, который будетъ 
ниже изложенъ, легко примѣняется къ общему впду связей; 
нарушается при этомъ только до нѣкоторой степени нагляд
ность представления возможных* винтовых* осей, столь важиая 
въ вопросах*, подобных* изучаемому. 

Систематическое изученіе вопроса об* ограпиченіи дви-
женія твердаго тѣла помощью опор* (Stützen) встрѣчается 

*) § 201. 
**) Въ олучаѣ двухъ связен возможность этого обусловливается цѣііствп-

телыіостыо корней нѣкотораго квадратнаго уравіісиія; въ елучаѣ-жс трсхъ и бо-
лѣе связей такое яамѣненіе всегда возможно. См. объ это.мъ: / . Оомовъ, Раціональ-
иая механика, ч. I , § 179. 
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впервые, насколько миѣ извѣстио, у Рёло, который кладетъ его 
въ своей „Theoretische Kinematik" *) вт> осиоваиіе при изу-
ченін кинематическихъ паръ. Но при этомъ онъ разсматрива-
етъ только случай движенія твердаго тѣла параллельно плос
кости; для болѣе-же общаго случая движенія онъ ограничи
вается однимъ весьма частнымъ примѣромъ. Риттерсхаузъ **), 
Векг, ***), Тразхофъ **®*) приводят» пѣкоторыя дополненія, но 
тоже не даютъ сколько-нибудь систематическаго изслѣдованія 
самаго общаго случая. Съ наибольшею обстоятельностью ж 
строгостью этотъ вопросъ для случая движенія параллельно 
плоскости разбирается Бурместеромъ но онъ вовсе не 
касается другихъ болѣе общихъ случаевъ движенія твердаго 
тѣла, такъ какъ для изучаемыхъ имъ механизмовъ, исключитель
но двигающихся параллельно плоскости, въ этомъ не было на
добности. Вообще одпа изъ причипъ, почему до сихъ поръ не 
сдѣлано обстоятельнаго изслѣдованія для самаго общаго слу
чая, въ которомъ основнымъ кинематическимъ элементомъ яв
ляется винтовая скорость, состоитъ повидимому въ томъ, что 
вопросъ объ опорныхъ поверхностяхъ ставился постоянно въ 
связи съ теоріею механизмовъ, въ которой механизмы, имѣю-
щіе направляющую плоскость, или такясе механизмы, члены 
которыхъ имѣютъ неподвижную точку, играютъ, какъ по сво
ему практическому значению такъ и по простотѣ изслѣдованія, 
столь первенствующую роль въ сравненіи съ остальными, что 
до сихъ поръ не представлялось существенной потребности въ 
изслѣдованіи поставлеинаго выше вопроса въ самомъ общемъ 
видѣ. Притомъ-же такое наглядное геометрическое изображеніе, 
какое дается въ вышеуказапныхъ сочиненіяхъ въ случаѣ пло-
скаго движепія для областей дентровъ вращенія, и которое 
можетъ быть сдѣлано и для случая движенія тѣла около точіш 
на сферѣ для полюсовъ вращепш,—въ общемъ случаѣ, когда 

*) §§ 18, 19 и 20. 
**) Civilingeniour, 1875 г. стр. 438. 
***) Civilingenicur, 187G г. стр. 571. 
****) Theoretische Maschinenlehre, П, .1883 г. стр. 21. 
**•!:**) Lehrbuch der Kinematik.. 1886 г. стр. 25G. 
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основньвгь кинематическими элементом^ является винтовая ско
рость, непосредственно невозможно, такъ какъ. вннтъ опредѣ-
ляется пятью независимыми величинами. 

Наглядное геометрическое изображеніе областей~для эле-
ментовъ возможныхъ перемшценій служить нетолько къ облег-
ченію усвоенія результатов^, но представляете существенное 
условіе для выясненія самыхъ важинхъ особенностей вопроса. 
Поэтому производить изслѣдованіе о пеудерживающихъ связяхъ 
аналитическпмъ путемъ нредставляло-бы работу неблагодарную. 
Задача соетояла-бы въ томъ, чтобы разобраться въ системѣ 
неравенствъ, содержащихъ линейвымъ образомъ шесть, или въ 
крайнемъ случаѣ пять иеремѣнныхъ, могущихъ принимать какъ 
положительная такъ и отридателышя значенія; но даже въ 
простѣйшихъ случаяхъ, если будутъ опредѣдены аналитически 
области для координата впита и его параметра, это мало раз-
яснитъ сущность вопроса, пока результатамъ не будетъ дано 
нагляднаго геометр нческаго представленія. Нрактическое-же 
цримѣненіе ихъ, напр. въ теоріи мехапизмовъ, едва-ли мысли
мо безъ такого представления. Эти соображенія заставляютъ 
искать непосредствеиныхъ геометрическихъ пріемовъ, какъ это 
и дѣлали уже Рёло, Бурместеръ и др. Попятно, что при этомъ 
пеизбѣяшо разложеніе няти независимыхъ кинематическихъ 
элементовъ *) по крайней мѣрѣ на двѣ группы. Легко видѣть, 
что разложеніе ихъ на элементы ностунательнаго и на элемен
ты вращательнаго перемѣщенія, какъ это дѣлалось въ приве-
деиныхъ выше сочиненіяхъ для частныхъ случаевъ, было-бы 
теперь неудобно; такъ какъ, найдя ВОЗМОЖНЫЙ области для 
каждой изъ этихъ двухъ группъ въ отдѣльности, пришлось-бы 
опять ихъ разсматривать въ совокупности. Дѣйствительпо, если 
для тѣла невозможно въ отдѣльности поступательное перемѣ-
щеніе по нѣкоторому направленію и вращательное около оси 
нѣкотораго другаго направленія, то отсюда еще не слѣдуетъ, 
чтобы не была возможна нѣкоторая комбинація этихъ двухъ 

*) Пяти а ие тести потому, что абеошотпая величина' скорости или пе-
релѣщенія въ этихъ вопрооахъ никакой ролл но играотъ. 
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перемещений. Производя-жс такія комбинации, мы потеряемъ 
опять всю введенную раньше наглядность представденія. Ввиду 
этого мы будемъ оперировать непосредственно ладъ винтовою 
скоростью, а элементы, которыми она определяется, разлагать 
на двѣ группы слѣдующимъ образомъ, цѣлесообразность кото-
раго выяснится изъ дальнѣйшаго изложепія: 1) Точка на по
верхности шара, описаннаго произвольиымъ радіусомъ, будетъ 
определять направденіе угловой скорости; а именно, это иа-
правленіе будетъ опредѣляться направлеиіемъ шарового радіу-
са, цроведеннаго къ этой точкѣ; этотъ шаръ мы будемъ назы
вать шаромь параметровъ, такъ какъ положеніе точекъ на 
этомъ шарѣ, какъ это будетъ ниже показано, находится въ 
связи съ тѣми неравенствами, которьшъ будетъ подчйненъ па-
раметръ возможной винтовой скорости. 2) Точки на плоскости, 
перпендикулярной къ проведенному радіусу шара, будутъ слу
жить для изображенія параллельныхъ между собою винтовыхъ 
осей. Нѣкоторыя другія, вспомогательная построенія будутъ 
указаны ниже въ своемъ мѣстѣ. 

Относительно формы двигающегося тѣла мы не будемъ 
дѣлать никакихъ оиредѣленныхъ предположеній; но вмѣстѣ съ 
тѣмъ, задавая какія-либо опредѣлениыя направленія и положе-
пія нормалей къ нему въ точкахъ его касанія съ опорными 
поверхностями, будемъ предполагать, что форма тѣла это до
пускаете. 

2- Обозначѳнія, условіа относительно знаковъ и 
пр. Называя, какъ это принято, параметромъ винтовой ско
рости отношеніе поступательной скорости и вдоль оси винта I 
къ угловой скорости со около оси, будемъ эту величину обо
значать черезъ р и считать ее положительною, если поступа
тельная и угловая скорости направлены въ одну и туже сто
рону; при этомъ мы будемъ угловую скорость на винтовой 
оси откладывать въ ту сторону, откуда вращеніе кажется'про-
исходящимъ по часовой стрѣлкѣ. 

Направленіе нормали щ къ опорной поверхности 2,- въ 
точкѣ Mi касанГя къ ней поверхности St подвижпаго твердаго 



гЬла будетъ считаться положптельпымъ въ ту сторону, въ ко
торую тѣло можетъ отходить отъ поверхности. 

Пусть будутъ 8,- и срг кратчайшее разстояніе и уголъ меж
ду нормалью къ опорной поверхности и винтовою осью; Ь( 

всегда будетъ считаться положительньшъ и направленнымъ отъ 
I къ щ величпна-же угла ср,-, который будетъ разсматриваться 
въ предѣлахъ отъ о до %, будетъ опредѣляться въ зависимости 
отъ положенія винтовой оси относительно нормали слѣдуго-

щимъ образомъ. Пусть будетъ 
AB (I) *) кратчайшее разстояніе 
между п и Ц проведя черезъ А пря
мую \, параллельную I, будвмъ, 
глядя по иаправленію кратчай-
шаго разстояпія, т. е. отъ В къ 
А, уголъ ср отсчитывать по ча
совой стрѣлкіъ отъ п до первой 
встрѣчи es X. Такпмъ образомъ у 
двухъ наралле.ігьныхъ виптовыхъ 
осей, I и I', лежащихъ по разпыя 
стороны отъ нормали и, для од
ной изъ нихъ уголъ ср будетъ имѣть 

одно значеніе, а для другой прямой онъ будетъ равепъ %—ср. 
Въ дальнѣйпіемъ такое различіе будетъ весьма существенно. 

Угломъ между нормалью и угловою скоростью всегда бу
детъ считаться уголъ между положительными ихъ направления
ми; такъ-что для виптовыхъ осей одного и того-же нанравленія 
уголъ (п, со) можетъ равняться или ср или тс—ср, нетолысо въ 
зависимости отъ наиравленія угловой скорости па винтовой 
оси, но также и смотря по положенію послѣдпей относительно 
нормали. 

3. "Условіѳ, которому удовлетворяете винтовая 
скорость твердаго тѣла, касаніѳ котораго къ нѳподвиэв-
ной поверхности не прерывается. 

*) Рнмскія цифры служатъ для нумсраціп чертежей 
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При всяком1/) безкопечію-маломъ пе])емѣщепіп тѣла, при 
которомъ поверхность S остается касательного къ поверхности 
S, точка M касанія перемѣщается но направленно, которое, 
если если пренебрегать безкопечно-малыми величинами выс-
игнхъ порядковъ въ сравнепіи съ величинами перемѣщепій то
чекъ тѣла, можно считать нернеидикуляриымъ къ общей обѣ-
имъ поверхностямъ нормали п. А именно, всякое деремѣще-
ніе (S' по £ можетъ быть составлено: 1) изъ катаиія, при ко
торомъ мгновенная ось, проходя черезъ точку касанія, дежитъ 
въ общей обѣимъ поверхностямъ касательной плоскости, 2) изъ 
вращенія около нормали п и 3) изъ скольженія *). Первыя 
два иеремѣщенія слагаются въ вращеніе около оси, проходя
щей черезъ точку М, которая поэтому можетъ при этомъ вра-
щеиіи считаться неподвижною; при скольжеиіи-же можно счи
тать перемѣщеніе точки M ироисходящимъ въ общей обѣимъ 
поверхностямъ касательной плоскости. Принимая это въ даль-
нѣйшемъ изложеніи, мы этимъ дѣлаемъ упрощеніе, состоящее 
въ томъ, что оставляется безъ вииманія вопросъ о вліяніи на 
величину возможнаго перемѣщенія кривизны опорной поверх
ности или поверхности двигающегося тѣла. Послѣдиія обстоя
тельства нужно было-бы принимать во вниманіе, если-бы мы 
стали дѣлать различіе между возможностью какого-либо конеч-
иаго, хотя-бы и весьма малаго неремѣщенія и возможностью 
существования соответственной винтовой скорости **). 

Извѣстно, что если какая-нибудь точка прямой, принад
лежащей твердому тѣлу, имѣетъ скорость къ ней перпендику
лярную, то и всякая другая точка этой прямой обладаетъ 
тѣмъ-же свопствомъ. На основаніи этого, если какая-либо пря
мая должна служить осью такого впнтового перемѣщепія, 

*) Болѣе подробное разложсиіе ом. у Thomson a. Tait „А treatise on natural 
philosophy", § 110. Бобылева „О двшксніи поверхности; прикасающейся къ другой 
поверхности, неподвижной" Зап. Имп. Ак. Наукъ, 1SS7 г. П. Оомовш „О перелѣ-
щеніяхъ неизАіѣішелоіг. поверхности, прикасающейся къ одноіі или къ нзбсколькниъ 
неподвижны мъ поверхностямъ". Варш. Уішв. Изв. 1893 г. 

**). Относительно іглоскаго двпжепія см. объ этомъ: Bimiiester „Lehrbuch 
üer Kinematik, §§ 111 и 112. 
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при которомъ ne прерывалось-бы касаніе поверхностей, то на-
раметръ виптовой скорости должепъ удовлетворять условно, 
чтобы скорость' какой-нибудь точки нормали п была перпенди
кулярна къ нослѣдней. Это показываете между прочимъ, что 
положеиіе точки касанія на нормали, — если отказаться, 
какъ мы уже условились, отъ изучепія вліянія, которое ока
зываете па размѣръ возможнаго иеремѣщенія кривизпа по
верхностей,—никакой роли не играетъ. Такъ-что можно, вмѣсто 
того чтобы указывать опорную поверхность и мѣсто точки ка-
санія ея къ двигающемуся тѣлу, прямо задавать направление 
общей обѣпмъ поверхностямъ нормали и ея положеніе. 

Разсмотрпмъ скорость ѵ точки А, находящейся на общей 
нормали, при винтовомъ перемѣщеиіи тѣла около оси I (I). 
Пусть будутъ ѴІ и ѵ2 слагаемыя этой скорости въ зависимости 
отъ вращательной п поступательной слагаемыхъ винтоваго не-
ремѣщенія; такъ-что 

V cos (ѵп) = vt cos (vyii) - j - v2 cos («2«)i (1) 
причемъ 

vt = 8ш, и 2 = = Ь р ш . (2) 

Здѣсь при поступательной скорости поставленъ двойной знакъ, 
такъ какъ черезъ ѵ„ означена абсолютная величина скорости, 
и слѣдовательно верхпій знакъ соотвѣтствуетъ положительному 
параметру p.t a ннжній—отрицательному. Если со совнадаетъ 
съ ноложительнымъ направленіемъ I, т. е. съ тѣмъ иаправле-
ніемъ, до котораго отсчитывается уголъ ср ( § 2 ) , и р^>0, то 

Оі") = -j- + <Р, (Ѵгп) = ?> (3) 

и мы имѣемъ: 
V cos (vn) — ш (р cos ср — ô sin ср). (4) 

При обратному направлепіи со: 

К и ) = - ^ <?; (ѵ3п) = тс — <р, ( б ) 

и - тогда 
V cos (ѵп) — ü> (yj cos ср Ô .«MI. ср). (6) 
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Легко видѣть, что эти формулы будут» справедливы и при 
р <С 0, е с д и принять во вниманіе сказанное по поводу фор
мул» (2). Точно такъ-же онѣ остаются справедливыми и для 
оси 1\ лежащей по другую сторону нормали п (I), если со
блюдать указанное въ § 2 правило для отсчитыванія угла ср. 
Дѣйствительно, если со совпадаетъ съ положительным» направ
ившем» оси I' (которое прямо противуположно положительному 
направленно оси/) и т о 

(«і'») = - у + < р = і * —<г', («, '»)=« — ср=ср'; (7) 

поэтому 

ѵ' cos (v'ii) — — и / sin tp' -f- v2' cos cp' = ш (p cos cp' — b'sin cp') ; (8) 

при обратном»-же направленіи со: 

(Vi'n) = —sp = SP' — « » ) = <р = я —<p'i (9) 

такъ-что 
•u'cos(u'n) = — ш (pcoscp' — ô'smcp'). (10) 

При р <^ 0 и эти формулы не измѣняются, если принять во 
виимаиіе сказанное по поводу формул» (2). 

Одна опорная поверхность. 
4. Усдовіе для возможныхъ винтовыхъ скоростей. 

Принимая во вниманіе, что проекціи скоростей всѣхъ точекъ 
прямой, принадлежащей твердому тѣлу, на ея направление рав
ны, легко видѣть изъ предыдущаго, что для твердаго тѣла, ко
торое можетъ нетолько касаться к» поверхности 2, но также 
и отходить от» этой поверхности, скорость точки А должна 
удовлетворять условію 

V cos (vn) > 0; (11) 

такъ какъ это условіе необходимо для точки касанія обѣихъ 
поверхностей. 

2 
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Разсматривая формулы (4), (6), (8) и (10) и исключая 
пока изъ разсмотрѣнія случай, когда винтовая ось перпендику
лярна къ нормали те, иаходимъ, что если со образуетъ острый 
уголъ съ положительным* направленіемъ п, то неравенство 
(11) даетъ: 

Р > S tg ср, (12) 

независимо отъ положенія винтовой оси даниаго ианравленія 
относительно нормали, при соблюденіи конечно правила для от-
считыванія угла ср; точно такъ-ate, если со образуетъ съ п ту
пой уголъ, то условіе (11) приводится къ 

p<8tg Ф.. (13) 

Этотъ результат-* будетъ служить осиованіемъ при разбо-
рѣ всѣхъ случаевъ перемѣщенія твердаго тЬла, опирающагося 
на иѣсколько поверхностей; поэтому будетъ не лишиимъ его 
подробно сформулировать: 

Въ случаѣ одной опорной поверхности для твердаго тѣ-
ла возможны винтовыя переміьщетя около всякой прямой; 
если угловая спорость на этой прямой образуетъ острый 
уголъ съ положитвлъиъгмъ направленгемъ нормали къ опорной 
поверхности въ точкѣ касанья ея съ твердьгмъ тѣломъ, то па-
раметръ винтовой спорости не меньше нѣкотораго предѣла, 
при обратпомъ-же иаправлвніи угловой скорости парамвтръ 
не превосходить этого предѣла. Величина этого предѣла для 
различпъгхъ винт.овьгхъ осей различна и опредѣляется произ-
веденіемъ кратчайшаго разстояпія оси отъ нормали па тан-
ъенсъ угла меэюду этими прямыми, который отсчитывается 
отъ положительнаго паправлеигя нормали до первой встрѣчгь 
съ винтовою осью по часовой стрѣлкѣ, если смотрѣть по на-
правленію кратчайшаго разстоянія отъ винтовой оси на 
нормаль. 

На чертежахъ (II), (III), (IV) и (V) представлены четыре 
могупгіе здѣсь встрѣтиться случая при одиомъ и томъ-же на-
клоиеніи винтовой оси къ нормали. Случаи (IV) и (V) тож
дественны съ тѣми, которые получились-бы, если-бы въ слу-



— 11 — 

чаяхъ (II) и (III) винтовая ось была перемѣщена параллельно 
самой себѣ, по направленно кратчайшего разстоянія, по дру
гую сторону нормали. 

Если уголъ ср 
дѣлается прямымъ, 
то въ первомъ и 
четвертомъ случа-
яхъ для р остаются 
возможными только 
значенія =fc о о ; во 
второмъ-же и тре
тьему случаяхъ р 
можетъ имѣть к.акія 
угодно значенія. 

б. Винтовыя 
скорости съ па-
рамѳтромъ, ра
вными нулю или 
бѳзконѳчности. 
Для того, чтобы 
около какой-нибудь 
прямой было воз
можно простое вра-
щеніе (р = 0 ) , не
обходимо, чтобы въ 
неравенстве (12 ) ве
личина btgu) была 

отрицательная, а въ неравенства (13)—положительная. Поэто
му, для того чтобы около какой-нибудь, прямой I заданнаго 
направления было возможно вращеніе съ угловою скоростью, 
образующею съ п острый уголъ, нужно, чтобы ось I имѣла такое 
расположеніе относительно ?г, при которомъ уголъ ср оказался бы 
тупымъ; при обратпомъ направленіи (о требуется такое положеніе 
оси, чтобы уголяир былъ острый. Такимъ образомъ около всякой 
прямой возможно простое вращеніе, но только въ одну сторо-



— 12 — 

ну. При этомъ вся система параллелъныхъ между собою пря
мыхъ какого-нибудь даинаго направленія разделяется на двѣ 
группы: около прямыхъ одной группы возможно вращеніе въ 
одну сторону, а около прямыхъ другой группы — въ сторону 
противуположную; эти группы раздѣляются плоскостью, прохо
дящею черезъ нормаль п и параллельною заданному направле
нно осей вращенія. Исключение составляютъ прямыя, лежащія 
въ этой плоскости: около нихъ остается возможными вращеніе 
въ обѣ стороны, какъ вообще около всѣхъ прямыхъ, пересѣ-
кающихъ нормаль п. 

Что касается до поступателъныхъ перемѣщеній (р — °°), 
то легко непосредственно видѣть, что онѣ возможны по всѣмъ 
нанравленіямъ, образующимъ съ положителънымъ направле-
ніемъ нормали уголъ, не превосходящій прямаго *). 

Двѣ опорныхъ поверхности. 
6. Условія для возможныхъ винтовыхъ скоростей. 

Начиная съ настоящаго случая, двухъ опорныхъ поверхностей, 
направленія возможныхъ винтовыхъ осей будемъ оиредѣлять 

*) Когда неудерживающая связь болѣе общаго вида, чѣмъ опорная по
верхность (см. § 1), то усдовіе возможности винтового перемѣщенія можетъ быть 
выведено подобнымъ предыдущему путемъ разеужденій, если принять во внима-
ніе, что въ случаѣ одной удерживающей связи всегда сущеетвуетъ одшіъ вннтъ, 
по отношения къ которому всѣ винты возможные будутъ взаимными [Ball (Gra
velins), „Mechanik starrer System", стр. 357]. Пусть будетъ P параметръ этого 
винта; тогда условіе взаимности выраэится такъ: 

(р - ) - Р ) cos <f — S sin <p = 0, (a) 

гдѣ p, <p и S имѣютъ тѣ-же значенія, какъ и раньше. Если связь неудерживаю
щая, то въ условіи (а) къ апаку равенства присоединяется знакъ неравенства; 
такъ-что для р, смотря по направлению угловой скорости віштового лсремѣщопія, 
получается одно изъ двухъ усдовШ: 

р > blfftp — Р 
или 

p<btg<p — P. 

Въ дальнѣйшемъ иаслѣдовапіе мало отличается отъ изслѣдовапія, сдѣланпаго для 
случая, когда связь представляется въ видѣ опорной поверхности. По мотииамъ, 
высказанпымъ у ж е въ § 1, можпо его не продолжать. 
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точками на поверхности шара параметровъ, какъ это было 
уже указано въ § 1, a положенія возможныхъ винтовыхъ осей 
дапнаго направлепія—точками на плоскости, перпендикулярной 
къ этому направленно. Пусть будутъ те, и п2 направленія по-
ложительпыхъ нормалей къ двумъ опорнымъ поверхностямъ 
въ точкахъ ихъ касанія къ двигающемуся тѣлу. По отиоше-
нію къ паправлепію угловой скорости теперь нужно различать 
четыре случая, которые можно раздѣлить на три группы: 

1- я группа: («,<•>) < - | - , (%<ö) <-^--, (14) 

1С % 

2- я группа: {nt ю) < -—, (?г2 со) > — (15) 

или ( ' 4<*)>^р ( % w ) < ^ - ; (16) 

3- я группа: ( П , й ) > — , (nz<ii)>-^-> (17)-

Случаи, когда одинъ или оба эти угла дѣлаются прямыми, 
будутъ разобраны отдельно. 

Вышеуказанпымъ четыремъ парамъ неравенствъ соотвѣт-
ствуютъ неравенства для параметра возможной винтовой ско
рости, согласно сказанному въ § 4: 

ѵ = \Ч9і> Р = К*9Ъ\ № 
P ^ t g 9 i , p^Jgy.,, (19) 

P = $1*991, Р = 82*9Ъ- (21) 

На іяарѣ параметровъ этимъ четыремъ парамъ нера
венствъ соотвѣтствуютъ четыре области, получаемыя слѣдую-
щимъ образомъ. Проведемъ черезъ центръ шара плоскости 
AiCBtD и A2CB2D (VI), перпендикулярныя къ щ и щ. Об
ласть шаровой поверхности AUCDBX опредѣляетъ такія на-
правленія угло,выхъ скоростей, которыя удовлетворяютъ нера-
венствамъ (14). Пусть будетъ Q какая-нибудь точка этой 
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области; точка Q, діаметральпо ей противуполозкная, будетт. 
принадлежать области AyCDB2 и опредѣлять прямо-противу-

положное направле-
ніе угловой скоро
сти, которое удо
влетворяет* нера
венствам* ( 17 ). 
Обратно, если на-
правленіе .угловой 
скорости онредѣля-
ется точкою обла
сти A±CDB2 и удо
влетворяет* нера
венствам* (17), то 
прямо - противупо-
ложному направле-
нію угловой скоро
сти, удовлетворяю

щему неравенствам* (14); будетъ соотвѣтствовать точка обла
сти Аъ CD Д . Эти двѣ области будемъ, для краткости, назы
вать сопряженными. Точно такъ-же будутъ сопряженными 
области Ai,CDAz и Д С 2 5 Д , изъ которыхъ первая соотвѣт-
ствуетъ неравенствамъ (15), а вторая—неравенствамъ (16). 

7. Винтовыя оси, соотвѣтствующія областямъ (14) 
и (17). Если направленіе угловой скорости принадлежит* 
области (14), то параметръ возможной винтовой скорости око
ло какой-нибудь оси, параллельной этому направленію, дол-
женъ удовлетворять неравенствамъ (18). Поэтому можно ска
зать: если на какой-либо винтовой оси угловая скорость об
разуетъ острый уголъ съ положительными направленіями обѣ-
ихъ нормалей, то, чтобы около этой оси была возможна вин
товая скорость, параметръ ея долженъ быть не меньше боль
шей изъ величин'* 

Л # < р і , Ѵ<7ф 2 - (22) 

Если даправленіе угловой скорости прямо противуположно 
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предыдущему и слѣдовательио принадлежит» области (17), то 
параметр» винтовой скорости около той-же оси должен» удо
влетворять неравенствам» (21), т. е. не превосходить меньшей 
из» величин» (22). Итак», около всякой винтовой оси, напра-
влвнге которой принадлежите сопряженными областями (14) 
?.б (17)) возмооісио винтовое перемѣгценіе съ параметром?), вели--, 
чина котораго внѣ предѣловв (22), и съ угловою скоростью, 
которая моэюеть имѣтъ то или другое направленге, смотря 
по тому, сь которой стороны отв предѣловз (22) находится 
величина параметра. 

Предѣлы (22) различны нетолько для осей различнаго 
направленія, по и для осей даннаго направленія, различно 
расположенных» относительно двух» нормалей. У каждаго 
направленія существуют» оси, для которых» предѣлы (22) 
дѣлаются равными. Около таких» осей возможна винтовая 
скорость со всякою величиною параметра, причем» угловая 
скорость может» имѣть то или другое направленіе, смотря но 
тому, будетъ-ли параметр» больше или меньше совпавших» 
предѣловъ (22); и только если он» равен» этим» предѣламъ, 
угловая скорость может» имѣть оба направленія. Указашшя 
оси образуют» плоскость, так» какъ при заданном» направле-
ніи осей положеиіе их», обусловливаемое равенством» вели
чин» (22), определяется постоянством» отношенія ô\ : с\*). 

8. Винтовыя оси, соотвѣтствующія обдастяагь (15) 
и (16). Предполагая неравенства (15), имѣемъ для параметра 
ВИНТОВОЙ скорости условія (19). Для того, чтобы при кавом»-
нибудь направленіи, принадлежащемъ области (15), условія 
(19) были совмѣстиы, положепіе винтовой оси должно удовле
творять неравенству 

А ^ ? і ^ М < 7 % - (23) 

На всѣхъ таких» прямыхъ возможна винтовая скорость с» 
параметром», заключенным» меоюду предѣлами (22), и съ 

*) ПодробиѣС-объ этой плоскости, играющей осоошшо важную роль для . 
осей, принадлежащихъ областямъ (15) и (16), а также построеніе ея см. въ § 9., 
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угловою скоростью, образующею съ щ острый, а съ щ ту
пой уголъ. На остальныхъ прямыхъ того-же иаправленія та-
кія винтовыя скорости невозможны,'но зато возможны винто
выя скорости съ обратным» направленіемъ угловой скорости. 
Дѣйствительно, это обратное направленіе принадлежит» обла
сти (16), сопряженной съ областью (15); для нея имѣютъ мѣ-
сто неравенства (20). Для того, чтобы эти неравенства были 
совмѣстны, положеніе винтовой оси должно удовлетворять не
равенству, обратному неравенству (23); а это возможно для 
всѣхъ прямыхъ даннаго направленія, на которыхъ не была 
возможна винтовая скорость, принадлежащая области (15). 

Итакъ, если одинъ изь угловъ (wjto), (ща>) острый, а дру
гой тупой, то на всѣхъ прямыхъ, удовлетворяющихъ этому 
условію, возможны винтовыя скорости; но винтовыя оси раз
деляются теперь на двѣ группы: для одной изъ нихъ напра
вленге возможныхъ врагценій определяется условіями (15), 
а для другой—условіями (16). Для прямыхъ обѣшъ группа 
параметре винтовой скорости заключет между двумя пре
делами (22), которые впрочемъ для различных^ прямыхъ 
того-же направленгя различны. 

В» частности, на прямыхъ, для которых» 

8і*0<Рі = 8»«0<Р*, (24) 

возможна винтовая скорость только съ параметром», равным» 
этому произведенію, но зато угловая скорость может» имѣть 
на нихъ оба направленія. Это слѣдуетъ также изъ того, что 
всѣ такія прямыя принадлежатъ тому комплексу второго по
рядка, который содержит» всѣ винтовыя оси, удовлетворяю
щая условію, чтобы при безконечно-маломъ иеремѣщеніи около 
нихъ сохранялось касаніе тѣла къ двумъ неподвижнымъ по-
верхностямъ. Всѣ прямыя какого-либо даннаго направленія, 
удовлетворяющая условію (24), образуют» плоскость, построе-
ніе и значеніе которой подробно указано въ слѣдующемъ §. 

9. Изедѣдованіѳ областей возможныхъ винтовыхъ 
скоростей на осяхъ даннаго направдѳнія, ^удовдетворя-
вэщаго усдоаіямъ (15) и (16). Вспомнимъ правило для от-
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ечитыванія угла ср ( § 4); въ системѣ параллельныхъ прямыхъ 
для однихъ изъ нихъ углы cpj и ср2 могутъ быть острыми, а 
для другихъ — тупыми: это будетъ обусловливаться тѣмъ, съ 
которой стороны отъ каждой изъ нормалей щ и щ прямая 
проходить. Поэтому для какого-нибудь направленія системы 
параллельныхъ прямыхъ, принадлежащего сопряженнымъ об-
ластямъ (15) и (16), нужно различать четыре случая: 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

Разберемъ эти случаи подробнѣе *). Для этого черезъ нор
мали % и щ проведемъ плоскости Р1Р1' и Р 2 Р 2 ' , параллель-
ныя заданному направленно прямыхъ; эти плоскости пересѣ-
куться по прямой ЕЕ' (ѴП), тоже параллельной данной си-
стемѣ прямыхъ. Эту прямую будемъ называть осевою линіей, 
а плоскости PJPI и Р 2Р 2 '—плоскостями нормалей. Легко ви-
дѣть, что четыремъ случаямъ (25), (26), (27) и (28) соотвѣт-
ствуютъ четыре области угловъ, образуемых* плоскостями 
нормалей. Для какой-нибудь прямой I, лежащей въ двугран
ном* углѣ (РіР 2), выполняется у.словіе (25), для прямой I' въ 
углѣ (-РіР2)—условіе (26), для прямой I" въ углѣ (Рі 'Д')— 
условіе (27) п пакоиецъ для прямой I'" въ углѣ (Pt Р2')—усло-
віе (28). Для возможно большей ясности на чертежѣ Y I I грани
цы плоскостей РіР/ и Р 2 Р 2 ' взяты в* видѣ прямоугольников*, 
стороны которыхъ соотвѣтственно параллельны и перпендику
лярны къ осевой линіи ЕЕ'] тогда можно видѣть, что нор
маль щ наклонена под* острым* углом* къ направленно ЕЕ', 

*) Случаи, когда ? ! илд (ра или oöa угла дѣлаіотся драными, будутъ раз-
смотрѣиы 0'ГД'ЬДЫІО. 
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а нормаль щ—нодъ тупымъ угломъ, и провѣрить вышесказан
ное, придерживаясь правила § 4. Далѣе, если угловая ско

рость имѣетъ на
пр авленіе JEW, то 
для иея выполнено 
условіе (15), а если 
она имѣетъ напра-
вленіе WW, — то 
условіе (16). Поло-
жимъ, что (о имѣетъ 
направленіе WW, 
и найдемъ, кото
рая нзъ системы 
параллельныхъ пря
мыхъ 1,1\ I", V" мо-
гутъ при этомъ слуг 
жить возможными 
винтовыми осями, 
т. е. для которыхъ 
изъ нихъ выполняет
ся неравенство (23). 
Въ двуграниомъ 

углѣ (Д 'Д) величина bxtgyx положительная, a b%tgy% — 
отрицательная; поэтому неравенство ( 2 3 ) не для одной ивъ 
прямыхъ этой области не возможно. Въ углѣ (РІР 2 ' ) наобо-
ротъ Ъхідуі<^0, 8 2 $ с р 2 ^ > 0 ; поэтому неравенство ( 2 3 ) выпол
няется для всѣхъ прямыхъ этой области. Въ остальных» двухъ 
углахъ, (PtP2) и (Р/Р/), величины àttgtpn и b2tg^ имѣютъ 
одинаковый знакъ. Проведемъ въ углѣ (РіР2), въ которомъ 
эти величины положительная, черезъ осевую линію плоскость 
/Sis, дѣлящую уголь (Р4Р2) па части, синусы которыхъ обрат
но пропорциональны таттсамъ уъловъ (pt и ср2. Эту плоскость, 
которая будетъ имѣть существенное значеніе въ дальнѣйшемъ, 
будемъ называть граничною плоскостью. Для всѣхъ прямыхъ 
даннаго направленія I, лежащихъ въ этой плоскости, Ъх tg <р4 и 
c5afr/tp2 равны; для прямыхъ, лежащихъ въ углѣ (PjS12), вы-
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полияется условіе (23); эта часть угла (ДР2) й заключаете 
въ себѣ возможныя винтовыя оси заданнаго направленія. Про
должая плоскость S 1 2 внутрь угла (Д'Р2'), въ которомъ обѣ 
величины bitgq,. и ô2^fcp2 отрицательныя, найдемъ, что усло-
віе (23) выполняется для тѣхъ прямых» въ этомъ углѣ,. ко
торый лежать въ области двуграннаго угла Р2'$і2. Соединяя 
это со сказаннымъ выше относительно угловъ (Р^Рг) и (РіРУ, 
убѣждаемся, что всѣ прямыя даннаго штравленгя, лежащія 
ого одну сторону граничной плоскости $І2, представляют^ 
возможный винтовыя оси съ заданньгщ иаправленіемъ угловой 
скорости, удовлетворяющим» условно (15). Легко путемъ, 
подобнымъ предыдущему, убѣдиться, что если угловая ско
рость должна имѣть направленіе (16), прямо противуполож-
пое предыдущему, то возможныя винтовыя оси будутъ ле
жать по другую сторону плоскости Sm a прежнія оси сдѣла-
ются невозможными. 

10. Графическое изобразкѳніѳ возможных* осей 
даннаго нанравдѳнія. При ббльшемъ числѣ опорных» по
верхностей перспективное изображеніе, подобное чертежу V I I , 
становится неудобным»; поэтому мы будемъ его заменять сѣ-
ченіемъ, перпендивулярнымъ къ заданной спстемѣ параллель-
ныхъ прямыхъ, условившись при этомъ въ слѣдующемъ. Что
бы отмѣтить, какъ наклонена нормаль п къ осевой линія, бу
демъ на концѣ прямой, изображающей проекцію нормали на 
плоскость чертежа и вмѣстѣ съ тѣмъ слѣдъ плоскости, содер
жащей эту нормаль и параллельной данному направленно, 
ставить значелъ -\-п или —щ причем» знакъ (-J-) будетъ 
указывать, что положительный конецъ нормали п ближе къ 
наблюдателю, смотрящему на чертежъ, чѣмъ другой конецъ, 
а знакъ ( — ) будетъ указывать противный случай. Въ обла
стях», на которыя раздѣляется плоскость чертежа вышеука
занными прямыми, будемъ писать знаки (- [ - ) и ( — ) , соот
ветственно тому, какіе знаки имѣютъ въ этихъ областяхъ ве
личины öjft/cpt, 8 2&7ф 2 . . . ; эти знаки будемъ писать по поряд
ку нумераціш--опорныхъ поверхностей. Наконецъ, области, 
содержащая слѣды тѣхъ возможпыхь винтовыхъ осей, кото-
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рымъ соотвѣтствуетъ вращеніе, кажущееся для паолюдателя, 
смотрящаго на чертежъ, происходящшгь по часовой стрѣлкѣ,. 
будемъ затушевывать горизонтальными штрихами, а возможныя 
области съ обратнынъ наиравленіемъ угловой скорости—верти
кальными штрихами. Для поясиенія на чертежѣ ѴШ сдѣлано 
указаниымъ выше условньшъ образомъ изображение случая, 
представленнаго на чертежѣ V I I . 

Замѣтимъ слѣдующее правило, касающееся проведенія 
граничной плоскости и. опредѣленія направленія угловой 
скорости, которая соотвѣтствуетъ винтовой скорости около 
осей, дежащихь по ту или по другую сторону этой пло
скости: 1) Слѣдъ граничной плоскости Sil: проходить черезъ 
точку пересѣчёнгя проекций нормалей щ и щ (причемъ знаки 
у этихъ нормалей предполагаются против у положивши, такъ 
какъ только при этомъ граничная плоскость имѣетъ то зиаченіе, 
для котораго она разсматривается) и леоюгтъ въ той парѣ 
образуемыхъ ими вертикальньгхъ уъловъ, es которыхъ знаки ве
личина ЬІ tg tpi и bk tg <рк одинаковые, т. е. въобластяхъ (-J--1-) 
и ( ),* 2) если уголъ между положительными концами 
прямыхъ щ и щ содержать знаки ( ) , то область винто-
вьгхз осей съ положительною угловою скоростью ( - } - со ), бу
дете леоісатъ съ той стороны Sik, съ которой находится ко-
нецъ отрицательной прямой (—щ на чертежѣ ѴШ); если-же 

вышеозначенный уюлъ содер
жите знаки ( + -{-), то об
ласть ( —j— со ) будетъ нахо
дится съ той стороны Sm 

съ которой находится конецр 
положительной прямой {-\-пх 

на чертежѣ IX). 
Граничная плоскость Sik 

имѣетъ еще значеніе для опре-
дѣленія дредѣловъ, въ кото
рыхъ заключена величина р . 
Для' всѣхъ овей даннаго на
правления, леоісащихъ въ іьло-
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скости, параллельной граничной, разность между этими 
предѣлами одинакова и пропорциональна разстоянію между 
этіьми плоскостями, хотя са
мые предѣлы для различныхъ 
осей одной и той-же плоско
сти и различны. Слѣды та
кихъ плоскостей изображены 
на чертежѣ ѴІИ точечнымъ 
пунктиромъ. Винтовыя оси, 
лежащія въ самой граничной 
плоскости, могутъ имѣть 
только опредѣленния значенія 
параметра, такъ какъ предѣлы 
для него совпадаютъ; въ частности для винтовой оси, совпа
дающей съ осевою линіеи [ЕЕ' на чертежѣ VII) , р = 0. 
Угловая скорость, входящая въ составь винтовой скорости на 
осяхъ, лежащихъ въ граничной плоскости, можетъ имѣть зато 
оба направления. 

Въ § 7 было указано существоваиіе такихъ плоскостей,, 
что для лежащихъ въ нихъ винтовыхъ осей, принадлежащих^ 
областямъ (14) и (17), величины Ktg^ и b2tg^ дѣлаются 
равными. Около такихъ осей было возможно винтовое пере-
мѣщеніе со всякимъ параметромъ. Эти плоскости аналогичны 
граничнымъ въ томъ отношеніи, что для нихъ дредѣлы пара
метра совпадаютъ,- но онѣ имѣютъ значеніе какъ-разъ обрат
ное 8наченію граничныхъ плоскостей: въ одномъ случаѣ исче-
заютъ невозможныя значенія параметра, а въ другомъ — ВОЗ
МОЖНЫЙ значенія ва исключеніемъ одного опредѣленнаго. 

П. Зависимость полоясенія областей, указанныхъ 
въ прѳдыдущѳмъ §, отъ направдѳнія /винтовой оси, удо-
влѳтворяющаго условіямъ (15) и (16). Положеніе пло
скостей, содержащихъ нормали, и плоскости граничной зави-
ситъ очевидно отъ того, какою точкою на сферѣ параметровъ 
(FI) опредѣдяется направленіе угловой скорости и вмѣстѣ съ 
тѣмъ направление винтовой оси. Разсматривая на щарѣ (VI) 
область AXCDAT, соотвѣтствующую неравенству (15), и со-
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пряженную съ нею область BXCDBÏ} и совершая обход* по 
контуру первой изъ этихъ областей, находимъ слѣдующее. 
Для точки G уголъ между плоскостями Р І Р / И Р 2 Р 2 ' (ТІІ) 
равенъ углу (щ щ), осевая линія совпадаетъ съ кратчайшкмъ 
разстояніемъ между нормалями, положеніе-же Граничной пло
скости остается неопредѣленнымъ, такъ какъ обѣ величины 
(22) равны безконечности. Но въ данном* случаѣ легко ви-
дѣть непосредственно, что по направлепію С возможно посту
пательное перемѣщеніе (р = ° о ) въ ту и другую сторону; съ 
другой стороны, простое вращеніе (р=0) около осей, парал
лельныхъ осевой линіи, возможно, смотря по тому, въ кото
ром* изъ четырех* углов*, образуемых* плоскостями норма
лей, винтовая ось находится. Вращеніе (-(-со) возможно около 
прямыхъ, лежащих* въ углѣ (Р іРД вращеніе (—со)—около 
прямыхъ угла (Р2Рі')- Такъ какъ вдоль всѣхъ этихъ прямыхъ 
возможно поступательное перемѣщеніе въ обѣ стороны, то 
очевидно возможно и винтовое перемѣщеніе со всякою поло
жительною и отрицательною величиною параметра, но съ од
ним* определенным*, тѣмъ или другимъ направленіемъ угло
вой скорости. Только около осевой линіи угловая скорость 
можетъ имѣть оба направления. Около прямыхъ, лежащих* въ 
двух* остальных* углахъ, никакое винтовое перемѣщеніе с* 
конечным* параметром* не возможно. 

Все сказанное относительно точки С относится и къ про-
тивуположной ей точкѣ D. Идя отъ точки С по дугѣ СХАВ, 
будем* имѣть постоянно tgyt = 00; тогда, согласно общему 
правилу § 9, граничная плоскость будетъ оставаться совпа
дающею съ плоскостью PjP/. Точно также, если идти по дугѣ 
DAoß, то граничная плоскость будетъ совпадать съ плоскостью 

Если идти но окружности большого круга GADBC (VI) 
Т. е. равсматривать угловыя скорости, параллельныя одной и 
той же плоскости, то осевая лйнія будетъ описывать поверх
ность лииейчатаго параболоида. При перехбдѣ от* точки О къ 
точвѣ А (VI) уголъ между прямыми —п г ) на чер-
тежѣ (ѴПІ), уменьшаясь, обратится въ нуль, а точка Е уйдетъ 
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въ безконечиость, прямая-же Sm слѣдъ граничной плоскости, 
сделается параллельною выше указанным» прямым», При пере
хода от» А к» D уголъ между этими прямыми начнет» воз
растать, и т. д. Замѣтим» еще,—и это будет» имѣть прйло-
женіе въ дальнѣішем», — что если уголъ между плоскостями 
вруговъ CAD ВС я CAiDBiC весьма малый, то численное 
значеніе tgyx остается весьма большим» сравнительно съ чи
сленным» зиаченіемъ tg<ç^ поэтому S12 (ѴШ) будетъ образо
вать весьма малый угол» съ прямою Точно тавъ-же, 
угол» между 8ІІ и (—щ) будетъ весьма мал», если плоскость 
САВВ С будетъ съ плоскостью СА2ВВгС образовать весьма 
малый уголъ. Итак», въ разсматриваемыхъ сопряженных» об
ластях» (15) и (16) всегда можно найти такія точки, что гра
ничная плоскость будетъ составлять вавой-утодно малый уголъ 
с» плоскостью РІРІ или Р2Р2'. Численная зависимость этого 
угла от» положенія точки на шарѣ параметровъ можеть быть 
получена слѣдующимъ образом». Если положеніе точви на ша
ре параметровъ определить долготою а и широтою е, приняв» 
круг» CAiDBiC'. за экватор», а точву С за начало1 долгот», 
если через» Ѵі2 означить угол» между нормали (щщ), черезъ (3 
уголъ между плоскостями PTPÎ и Р2Р2', равный углу (-f-Wi, —щ) 
чертежа V I I I , и наконец» через» st уголъ между плоскостью 
PtP/ и граничною плоскостью, равный углу ( + % , $г) черте
жа ѴШ, то получим»: 

cota Si=cotg S -| ° ° ^ S т / I _ cos* a sin4n ( 2 9 ) 

cosasmvi2 У S m 2 ß 

гдѣ уголъ ß опредѣляется изъ уравнения: 

cos v i 2 sin ß — cos s cos ai sin v i a cos ß + sin e У sin2 ß—cos2a sin2 vt 3 =0 . (30) 
12. Возможныя винтовыя оси съ парамѳтромъ, 

равньшъ нулю или безконетаоети. Чтобы отыскать оси, 
около воторыхъ возможно простое вращеніе, обратимся опять 
къ неравенствам» § 6. В» случае неравенств» (14) и соот
ветствующих» ^щкъ неравенств» (18) для существования про-
стаго вращенія необходимо, чтобы большая из» величин» (22) 
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ие превосходила нуля, т. е. чтобы пи одннъ изъ угловъ <рі и 
ф 2 пе былъ острым*. Зададим* какое нибудь направленіе угло
вой скорости, удовлетворяющее неравенствам* (14), и через* 
нормали н щ проведем* плоскости Д Р / и Р2Р2', этому на-
правленію параллельныя (X). Условію, - чтобы cpt и ср2 были 

тупыми углами, удо
влетворяют* только 
тѣ прямыя заданна-
го направления, ко
торыя лежат* въ 
углѣ (PiP2')î око
ло такпхъ прямыхъ 
только и будетъ воз
можно простое вра-
щепіе, удовлетворя
ющее уело віямъ (18). 
Прямыя заданнаго 
направленія, лежа
щая на самых* гра
нях* угла (РіР 20 
принадлежат* то
же къ возможным* 
осям* вращенія, удо
влетворяющим* у-

словіямъ (14), так* какъ для них* одна изъ величин* ( 2 2 ) 
равна нулю, а другая—отрицательная. 

Въ случаѣ (17) для того, чтобы было возможно простое вра-
щепіе, необходимо, чтобы меньшая изъ величин* (22 ) была поло-
яштельиая, т. е. чтобы оба угла cpt и ф 2 пе превосходили пря
мого. Это требованіе выполняется лишь для тѣх* осей даинаго 
ианравленія, которыя лежат* въ углѣ (Р/Р2); онѣ могутъ на
ходиться и на самых* гранях* этого угла, такъ как* тогда 
одна из* величин* (22) равна нулю, а другая—положительная. 

Наконец* въ случаяхъ (15) и (16), когда параметръ воз
можной винтовой скорости заключается между величинами (22) , 
для возможности простого вращенія необходимо; чтобы одна 
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изъ величин» была не. больше нуля, а другая—не меньше 
нуля. Это выполняется опять для прямых», лежащих» въ 
углах» (-Р/Д) и (Р,Р 2 ') (VII); причемъ для прямых» въ пер
вом» изъ этихъ угловъ угловая скорость будетъ съ нормалью 
И) составлять тупой уголъ, а для прямых» другого угла бу
детъ уголъ (%со) тупой. Таким» образом» для всѣхъ разобран
ных» случаевъ можно вывести слѣдующее общее правило: 

Каково-бт ни было заданное направленге оси, простое 
вращенів около нвя будетъ возможно, если она будетъ леоісатъ 
es одномъ изъ двухъ в&ртикалънъгхъ двуграннъгхъ угловъ, обра-
зуемыхъ плоскостями нормалей; грани этихъ угловъ опреде
ляются тѣмъ, что одна изъ нихъ содероюитъ положительное 
направленге одной изъ нормалей, а другая — отрицательное 
направленіе другой нормали. Около прямыхъ, лежащихъ въ 
одномъ изъ двухъ указаиныхъ угловъ, возможно вращенге въ одну 
сторону, а около прямыхъ другого угла — въ сторону противу-
полоо/сную. 

Для опредѣленія того, которому из» двух» угловъ какое 
направленіе угловой скорости соотвѣтствуетъ, замѣтимъ, что, 
глядя по направленію возможной угловой скоро сти, мы должны 
видѣть обѣ нормали съ правой стороны. 

Что касается до винтовыхъ скоростей съ параметром», 
равным» безконечности, т. е. поступательных», . то нетрудно 
видѣть изъ разбора случаевъ (14), (15), (16) и (17), что эти 
скорости возможны только по направленіямъ, образующим» 
съ обѣими положительными нормалями углы, не превосходя-
щіе прямого. Это легко впрочемъ видѣть и непосредственно, 
приняв» во вниманіе, что плоскости AtBt и AZB2 (VI) парал
лельны касательнымъ плоскостям» въ точках» касанія по
верхности тѣла къ двумъ даннымъ неподвижнымъ поверх
ностямъ. 

13. Возможныя винтовыя оси при парадлѳльныхъ 
нормаляхъ. Здѣсь нужно различать два случая: когда нор
мали направлены въ одну сторону, и когда онѣ противулолож-
ны. Въ первом» случаѣ области двугранныхъ угловъ A2CDB± 

и AXCDB2 (VI) опредѣляются полушаріями, а остальныя двѣ 
4 



— 26 — 

области обращаются въ полуокружности большого круга; во 
второмъ-же случаѣ будетъ обратное. 

Останавливаясь сначала на первомъ случаѣ, находим* но 
общему правилу, что съ угловою скоростью, образующею съ 
обѣими нормалями острый уголъ [случай (14)], около всякой 
оси возможно винтовое перемѣщеиіе съ параметромъ, не мень-
шимъ большей их* величин* (22); съ угловою скоростью, 
образующею тупой уголъ съ обѣими нормалями [случай (17)], 
возможно винтовое перемѣщеніе тоже около всякой оси, но съ 
параметромъ, не превосходящим* меньшей изъ величинъ (22). 
Такимъ образомъ, винтовое перемѣщеніе возможно около 
всякой прямой пространства, съ условіемъ, чтобы параметръ 
винтовой скорости находился внѣ предѣловъ, опредѣляемыхъ 
величинами (22). 

Въ частности, простое вращеніе возможно около тѣх* 
осей даннаго нанравленія, для которыхъ большая изъ величинъ 
(22) отрицательная или меньшая изъ нихъ положительная, 
т. е. для которыхъ обѣ онѣ одинаковаго знака. Это условіе 
выполняется для всѣхъ осей, которыя не проходятъ въ про-
межуткѣ между нормалями. Около осей, для которыхъ обѣ 
величины (22) отрицательный, возможно простое вращеніе въ 
одну сторону, а около параллельныхъ имъ осей, для которыхъ 
величины (22) положительный, возможно вращеніе лишь въ 
сторону противуположную. 

Что касается до случаевъ (15) и (16), то имъ теперь со-
отвѣтствуютъ только угловыя скорости, перпендикулярная къ 
обѣимъ нормалямъ; причем* величины (22) обращаются въ 
безконечность. Примѣненіе общаго пріема поэтому теперь не
удобно, но легко этотъ случай разобрать непосредственно. 
Очевидно, что поступательное перемѣщеніе возможно по вся
кому направленію, перпендикулярному къ обѣимъ нормалямъ; 
простое-же вращеніе возможно около тѣхъ осей, которыя, 
имѣя произвольное, перпендикулярное къ нормалямъ направле
ние, не проходятъ въ промежуткѣ между обѣими нормалями. 
Очевидно, что около этихъ послѣднихъ осей возможно винто
вое перемѣщеніе со всякою величиною параметра. Угловая 
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скорость можетъ впрочемъ имѣть при этомъ только одно изъ 
двух* взаимно противуположныхъ направлений, смотря по 
тому, съ которой стороны отъ обѣихъ нормалей находится 
винтовая ось (XI). Около-же осей, проходящихъ между норма
лями, возможно лишь винтовое перемѣщеніе съ параметром-*, 
равнымъ безконечности, т. е. поступательное, притомъ въ ту 
и въ другую сторону. Наконец* еще замѣтимъ, что около осей, 
которыя параллельны плоскости, содержащей нормали, но мо-
гутъ образовать съ ними какой-угодно уголъ, возможны тѣ-
же винтовыя скоро
сти, какъ если-бы 
одной из* нормалей 
соисѣмъ не было, 
таге* какъ оба не
равенства для р тог
да совпадаютъ. Въ 
частности, если вин
товая ось пересѣ-
каетъ обѣ. нормали 
нодъ вакимъ-нибудъ 
углом*, то около нея возможна винтовая скорость со всяким* 
параметром*; причем* угловая скорость можетъ имѣть на оси 
оба направленія, а поступательная—только одно. 

Переходя ко второму случаю, когда щ и щ противупо-
ложпо направлены, замѣтимъ, что если со не перпендикулярна 
к* нормалям*, она будетъ всегда съ одною изъ нихъ соста
влять острый уголъ, а съ другою—тупой; поэтому параметръ 
всякой винтовой скорости должен* заключаться между величи
нами (22). 

Если винтовая ось лежитъ по одну сторону отъ обѣпхъ 
нормалей, то ср4 = ср2. Пусть будутъ эти углы острые и пусть 
со образует* острый уголъ съ щ (XII); тогда около этой оси 
возможна винтовая скорость съ параметром*, удовлетворяю-
щимъ неравенству: 

(31) 
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Ч т о б ы э т о н е р а в е н с т в о было в о з м о ж н о , н е о б х о д и м о , чтобы б ы 

л о § ! < ô 2 . Л е г к о т а в и м ъ о б р а з о м ъ видѣть, ч т о в о о б щ е о к о л о 

о с и , п р о х о д я щ е й н о о д н у с т о р о н у о т ъ о б ѣ и х ъ н о р м а л е й , в о з 

м о ж н а в и н т о в а я с к о р о с т ь с ъ п а р а м е т р о м ^ , з а к л ю ч е н н ы м и м е ж 

д у п р е д ѣ л а м и ( 2 2 ) ; 

п р и ч е м ъ , е с л я tpt и 

ср2 острые, то у г л о 

в а я с к о р о с т ь д о л ж н а 

о б р а з о в а т ь с ъ т о ю 

и з ъ н о р м а л е й , к о т о 

р а я к ъ винтовой о с н 

б л и ж е , острый у -

г о л ъ ; е с л и - ж е ср4 и 

ф 2 тупые ( X I I I ) , т о 

у г л о в а я с к о р о с т ь 

д о л ж н а с ъ б л и ж а й ш е ю н о р м а л ь ю о б р а з о в а т ь тупой у г о л ь . С ю -

д а - ж е о т н о с я т с я и о с и , п е р е с ѣ в а ю щ і я о д н у и з ъ н о р м а л е й . 

Е с л и в и н т о в а я о с ь п р о х о д и т ь м е ж д у н о р м а л я м и , то у г лы 

<р! и <ра д о п о л н я ю т ъ д р у г ъ - д р у г а д о д в у х ъ п р я м ы х ъ ; п о э т о м у 

о д н а и з ъ в е л и ч и н ъ ( 2 2 ) п о л о ж и т е л ь н а я , а д р у г а я — о т р и ц а 

т е л ь н а я . Ч т о б ы были выполнены н е р а в е н с т в а ( 3 1 ) и л и и м ъ 

о б р а т н а я , н е о б х о д и м о , чтобы у г л о в а я с к о р о с т ь о б р а з о в а л а о с т р ы й 

у г о л ь с ь т о ю н о р м а л ь ю , д л я к о т о р о й у г о л ъ <р т у п о й ( X I V ) . 

О т н о с и т е л ь н о в и н т о в ы х ь о с е й , п е р п е н д и в у л я р н ы х ъ к ъ о б ѣ -

й м ъ н о р м а л я м ъ , о п я т ь н е п о с р е д с т в е н н о л е г к о в и д ѣ т ь , что 

п о с т у п а т е л ь н о е п е р е м ъ - щ е н і е в о з м о ж н о н о в с я к о м у т а к о м у н а 

п р а в л е н н о ; в р а щ е н і е - ж е в о з м о ж н о т е п е р ь только о к о л о т ѣ х ъ 

о с е й , в о т о р ы я п р о х о д я т ъ мео/сду н о р м а л я 

м и ; п р и т о м ъ угловая с к о р о с т ь м о ж е т ъ имѣть 

только одно и з ъ д в у х ъ н а п р а в л е н і й ( X V ) . 

Н о , т а к ъ какъ п о с т у п а т е л ь н о е п е р е м ѣ щ е н і е 

в о з м о ж н о п о о б о и м ъ н а п р а в л е н і я м ъ д а н н о й 

п р я м о й , т о ц а р а м е т р ь в и н т о в о й с к о р о с т и 

о к о л о в ы ш е у к а з а н н ы х ъ о с е й м о ж е т ъ и м ѣ т ь 

в с я к у ю в е л и ч и н у , п о л о ж и т е л ь н у ю или о т р и 

ц а т е л ь н у ю . О в о л о - ж е о с е й , н е п р о х о д я щ и х ъ м е ж д у н о р м а л я м и , 
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никакое винтовое перемѣщеніе съ конечным* параметромъ не 
возможно. 

Около ocef, параллельныхъ плоскости, содержащей обѣ 
иротивуположио направленных* нормали, возможно винтовое 
перемѣщеніе съ онредѣлепиою величиною параметра, такъ какъ 
величины (22) дѣлаются равными, а знаки неравеиствъ для р 
противуположны. Въ частности, около осей, пересѣватощихъ 
обѣ нормали, остается возможнымъ только простое вращеніе, 
если эти оси не перпендикулярны къ нормалямъ,' въ случаѣ-
же ихъ перпендикулярности возможна всякая винтовая ско
рость. 

Особенное значеніе по вопросу о наибольшем* стѣсиеши 
движеиія твердаго тѣла при двухъ опорных* поверхностях* 
имѣетъ тот* случай, когда двѣ прямо противуположныхъ нор
мали леяіатъ на одной прямой. По прежнему винтовое пере-
мѣщеніе остается возможнымъ около всякой оси, но лредѣлы 
для параметра сливаются, такъ-что онъ на всякой оси прини
маете одно онредѣленное значеніе. Въ частности, для осей, 
пересѣкающихъ нормали, онъ имѣетъ значеніе, равное нулю; 
и только, если ось кромѣ того и перпендикулярна въ норма
лямъ, параметръ можетъ имѣть всякое знатсніе. 

Три опорныхъ поверхности. 
14. Усдовія для возможных* винтовыхъ окоро-

стѳй. Аналогично случаю двухъ опорныхъ поверхностей, всѣ 
возможные здѣсь по отношению къ направленно угловой ско
рости случаи, число ' которых* теперь восемь, можно раздѣ-
лить на четыре слѣдующихъ группы: 
1-ая группа: угловая скорость образуетъ со всѣми тремд нор
малями, пи щ, щ къ опорным* поверхностям* въ точкахъ ихъ 
васанія къ твердому тѣлу углы, не превосходящіе прямого; 
параметръ винтовой скорости будетъ при этом* удовлетворять 
неравенствамъ: 
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j p ^ 8 , t y ( p „ p >. Sjigr (pa, pïlSztgtps- (32) 

2-ая группа: _ уголь угловоі скорости съ двумя нормалями не 
превосходить прямого, а съ третьего нормалью — не меньше 
прямого; параметрь удовлетворяете» тогда одной изъ слѣдую-
ищхъ системъ неравенствъ: 

4-ая группа: угловая скорость со всѣми тремя нормалями 
образуетъ углы, не мепыпіе прямого; такъ-что: 

p ^ S j ^ c p , , p < S 3 t y c p 2 ) p?idztg<?i. (39) 

Этимъ восьми случаямъ соотвѣтствуютъ на шарѣ параметровъ 
восемь областей, опредѣляемыхъ восемью сферическими треу
гольниками, которые получаются отъ < пересѣченія шара тремя 
плоскостями, проходящими черезъ его центръ и перпендику
лярными къ тремъ нормалямъ щ, щ, щ. На чертежѣ ХУІ 
восьми случаямъ (32) . . . (39) соотвѣтствуютъ треугольники: 
ЛВС (32), ВВС (33), ЛЕВ (34), AFC (35), AEF (36), 
ВСЕ (37), EBB (38), EDF (39). Легко при этомъ видѣть, 
что сопряженными областями (§ 6) будуть: ABC и EBF, 
ВВС и AEF, АЕВ и ВСЕ, AFC и EBB. Нужно замѣ-
тить, что каждая пара сопряжениыхъ областей непремѣнно бу-

3-я группа: угловая скорость образуетъ съ одною изъ норма
лей уголь, ne превосходящій прямого, а съ двумя остальны
ми— уголъ, не меньшін прямого; въ этомъ случаѣ для пара
метра пмѣемъ одну изъ слѣдующпхъ трехъ системъ нера
венствъ: 
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дет» существовать, хотя и может» обратиться въ дугу круга 
или въ точку. Такъ наир., если нормали пх и пг противупо-
ложпо нанравлены, то 
области АБС и ED F 
обращаются въ- полуо
кружности, плоскость ко-
торыхъ къ этим» нор
малям» перпендикуляр
на; если-же всѣ три 
нормали параллельны од
ной плоскости и при
том» направленіе одной 
изъ нихъ образуетъ ту
пые углы съ двумя 
остальными, то области 
АБС и AEF обраща
ются въ точки, и т. д. 

15. Винтовыя скорости, соотвѣтствующія обяа-
стямъ 1-й и 4-й группы. Всякое винтовое перемѣщеиіе, 
при которомъ угловая скорость имѣетъ направленіе, определя
емое областью АБС, возможно, если параметръ винтовой ско
рости не меньше большей изъ величин» 

Sitytpi, М<7?з , $*tg<?3. (40) 

Около той-же оси возможно винтовое перемѣщеніе съ угловою 
скоростью, направленіе которой опредѣляется областью EFD, 
сопряженною съ первой, если параметръ не превосходить мень
шей изъ величинъ (40). Замѣтимъ, что величины (40) могут» 
нмѣть при этомъ какіе угодно знаки, которые, при данном» 
направленіи оси, будут» зависѣть отъ ея положенія относи
тельно трехъ нормалей. Поэтому, если взять пучекъ парал
лельных» между собою винтовых» осей, направленіе которых» 
соотвѣтствуетъ сопряженным» областям» АБС и EFD, то 
около каждой изъ нихъ будетъ возможно винтовое перемѣще-
ніе съ параметром», величина котораго находится втъ иѣко-
торыхъ предѣлов» р ' и р'\ для каждой оси пучка различных», 
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и съ угловою скоростью, которая можетъ имѣть то или другое 
нанравленіе на оси, смотря по тому, съ которой стороны пре
делов* р' и р" находится величина параметра винтовой ско
рости. 

Принимая во внимапіе сказанное въ коицѣ § 14, мы ви-
димъ, что въ случаѣ трехъ опорныхъ поверхностей, каково-бы 
нгі было располооісенгв нормалей щ, щ, щ, всегда найдутся 
такія направленгя, что около всѣхъ прямыхъ, имъ пргтадле-
жаіщхъ, будетъ возможно винтовое переміъгцвніе съ тѣмъ и 
съ другимъ направленівмъ угловой скорости. Область этихъ на-
правленій на шарѣ параметров* можетъ впрочем*, какъ уже 
было раньше замѣчено, обратиться в* точку. 

16. Винтовыя скорости, соотвѣтствующія обла-
стямъ 2-й и 3-й группы. Соотвѣтствующія этимъ груп
пам* неравенства (33) . . . (38) показывают*, что теперь пара
метр* возможной винтовой скорости заключен* между нѣко-
торыми предѣлами, конечно опять различными для различных* 
виптовыхъ осей разсматриваемой области. Обратимся сначала 
к* области BDC, которой соотвѣтствуютъ неравенства (33). 
Чтобы винтовая ось при этомъ была дѣйствительно возможна, 
эти неравенства должны быть совмѣстны. Разберемъ подроб
нее обстоятельства, при которыхъ это требованіе выполняет
ся. Для этого зададим* какое-нибудь паправленіе угловой ско
рости, соотвѣтствующе.е области BDC, и черезъ нормали щ, 
,п%, щ проведемъ плоскости ДР, ' , Р 2 Р 2 ' и Р 3 Р 3 ' , параллельныя 
этому направленно. Эти плоскости пересѣкутся по осевымъ 
линіямъ Д Д ' , Д Д ' и Д Д ' , тому-же направленію параллель
ным* и разграничат* все пространство на 7 областей, кото
рым* будут* для винтовых* осей, лежащих* въ этихъ обла
стях*, соотвѣтствовать 7 различных* сочетаиій знаков* для 
величинъ (40) изъ числа 8 сочетаній вообще возможных*. 
На чертеяіѣ ХѴП сдѣлано перспективное изображеніе этихъ 
областей, а на чертежѣ ХУІП — изображеиіе по правилу, ука
занному въ § 9 и примѣненному впервые на чертежѣ V I I I . 
Въ каждой изъ 7 областей поставлены по порядку знаки ве-
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личин» (40), опредѣленные на основаніи введеннаго въ § 4 
правила для отсчитыванія угла ср. 

Въ областяхъ 

(+ + - ) , (+—) х ж 
и ( 1 ) нера
венства (33) не со
вместны ни при ка-
комъ положеніи пря
мой заданнаго на-
иравленія; въ об-
ласти-же ( 1-) 
для всѣхъ прямыхъ 
эти неравенства удо
влетворяются. Въ 
остальныхъ обла
стяхъ неравенства 
( 33 ) выполняются 
не для всѣхъ пря
мыхъ; а именно, въ 
области (— ) 
возможная винто
вая ось должна у-
довлетворять условію, чтобы Ь^д^ и b2tgy2 были числен
но больше величины ô 3 ^ c p 3 . Это требованіе будетъ выполне
но для прямыхъ, лежащих» по одну сторону граничньгхъ пло
скостей (§ 9) SiS и Sia, который на лертежѣ XYHI изобра
жены прямыми, проведенными черезъ точки Д 3 и Дз, пред
ставляются слѣды прямыхъ, по которым» плоскость P3PS' пе
р е д а е т с я съ плоскостями PJ?l и Р2Р2. Эти граничныя пло
скости, какъ это подробнѣе выяснено в» § 9, содержат» пря
мыя даннаго направленія, для которых» àt tg cpt = ô 3 tg cp3 или 
b2 tg cp2 = S 3 tg cp3.. Область, затушеванная горизонтальными штри
хами, содержит» возможныя винтовыя оси, . удовлетворяющая 
неравенствам» (33). Легко видѣть, что эта область всегда бу
детъ заключать _всю отмѣченную уже выше область ( •}-) 
и часть области ( (- - } - ) . Наконец» область ( - |—j—|- ) , 
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хотя вообще въ ней и можно было-бы удовлетворить неравен
ствами (33), отпадаетъ въ данномъ, представленномъ на чщ-
тежѣ ХѴШ случаѣ. 

Если обратиться къ сферической области AEF, сопряжен
ной съ областью BDG, и слѣдовательно отыскивать возможный 
винтовыя оси, удовлетворяющая неравенствамъ (36), то разсуж-
деніями, подобными предыдущимъ, легко придти къ слѣдующе-
му результату: возможная винтовыя оси будутъ заключены въ 
двугранномъ углѣ, образуемомъ граничными плоскостями SiS и 
Sa и вертикальномъ относительно того угла, въ которомъ на
ходились винтовыя оси, удовлетворяющая неравенствамъ (33). 
На чертежѣ ХѴЩ область такихъ винтовыхъ осей затушева
на вертикальными штрихами. 

Легко вядѣть, что 
нодобиые-же результаты 
получатся для прямыхъ, 
принадлежащихъ сонря-
женнымъ областямъ АЕВ 
и DCF или AFC и 
EBD, Съ тою только 
разницею, что тамъ бу
дутъ играть роль гра-
ничныя плоскости #23 я 
$ 2 1 м и S3i и $ 3 2. 

Соединяя все вышеизложенное, можно сказать: Въ пучкѣ 
параллельныхъ меоісду собою прямыхъ, общее иаправлеиіе ко-
торыхъ обрадуешь съ двумя нормалями къ опорпымъ поверх
ностями острые, а съ третьею нормалью тупой уголъ, тгь 
прямъгя моъутъ слуоюить возможными винтовыми осями, ко-
торыя заключены въ одномъ изъ двухъ вертикальньгхъ' угловъ, 
образуемъгхъ граничными плоскостями, проведенными черезъ 
осевъгя линги, по которьгмъ плоскости, содержащія первыя 
двѣ нормали и параллелъпыя данному направленію, пересѣ-
каются съ такою-же плоскостью, содержащею третѵю нор
маль. На прямыхъ одною изъ этихъ угловъ угловая скорость 
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можетъ имѣтъ одно направленге, а на прямъгхъ другого угла 
— направленге противуположное. 

Въ двухъ другихъ двугранвыхъ углах», образуемыхъ тѣ-
ми-же граничными плоскостями, смежныхъ съ вышеуказанны
ми, лежатъ прямыя того-же даннаго направленія, около кото
рых» никакія виитовыя скорости не возможны. 

Принимая во вниманіе результаты, относящееся къ случаю 
двухъ опорныхъ поверхностей, яаходимъ теперь слѣдующее по-
ложеніе: Для того, чтобы существовали прямыя, около ко-
торыхъ никакое винтовое первмѣщенге не возмооісно, необхо
димо, чтобы твердое тѣло опиралось по крайней мѣрѣ на 
три неподвиоіснъгхъ поверхности. Действительно, какъ мы 
видѣли въ §§ 6—9, въ случаѣ двухъ опорныхъ поверхностей 
около всякой прямой возможно винтовое перемѣщеніе, лишь-
бы параметръ его удовлетворял» нѣкоторымъ условіямъ. 

Направленіе прямыхъ SiS и 8№ (ХѴПІ), и вмѣстѣ съ тѣмъ 
положеніе точки ихъ пересѣченія а, зависитъ отъ того, какую 
величину, въ возможныхъ для нихъ предѣлахъ, имѣютъ углы 
<Ри ?з- Чертеж» X V I показываетъ, что каждый изъ этихъ 
угловъ въ каждой изъ областей можетъ сдѣлаться какъ угод
но близовъ къ прямому, такъ-что численно отношенія tgyx и 
tgy% къ tgys могутъ, въ зависимости отъ направленія винто
вой оси, принять какія-угодно- значенія отъ 0 до »=. Поэто
му (§ 11) прямая 81й можетъ принимать всякое налравленіе 
внутри угла (щЕ31п3) (ХѴЩ), а прямая S23—внутри угла 
(щЕзящ). Отсюда видно, что точка ихъ пересѣченія о мо
жетъ занять всякое положеніе въ области ( —) или, пе
рейдя черезъ безконечность, въ области (-(—|—)-). Въ част
ности прямыя $ 1 3 и Фи могутъ сдѣлатьея параллельными; тог
да область невозможныхъ винтовых» осей даннаго направленія 
будетъ ограничена двумя параллельными плоскостями. 

Предѣлы, въ которыхъ заключается величина параметра 
для различных'» винтювыхъ осей даннаго-направленія, не оди
наковы. Принимая во вниманіе сказанное въ концѣ § 9, мож
но видѣть, что разность между предѣлами будетъ одинакова 
для тѣхъ винтовыхъ осей даниаго направления, которыя, нахо-
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дясь въ одном» изъ двух» угловъ возможныхъ винтовыхъ осей, 
лежать въ плоскости, параллельной одной изъ граничных» пло
скостей, и по одну сторону отъ соотвѣтственной плоскости, 
параллельной другой граничной плоскости. На чертежѣ XVII I 
слѣды этихъ плоскостей равныхъ разностей предѣловъ изобра
жены точечным» пунктир омъ. 

17. В О З М О Ж Н Ы Е ВИНТОВЫЯ оси съ параметром^ 
равнымъ нулю или бѳзконѳтаости. Чтобы отыскать оси, 
около которыхъ, въ случаѣ трехъ олорныхъ поверхностей, воз
можно простое вращеніе, обратимся опять къ неравенствамъ 
§ 14 Чтобы возможно было простое вращеиіе съ угловою 
скоростью, направленіе которой принадлежитъ области ABC 
(32), нужно, чтобы ось вращеиія имѣла такое положепіе отно
сительно трехъ нормалей, чтобы большая изъ величин» (40) 
не превосходила нуля. Для каждаго изъ указанных» направ
лений будет» существовать ограниченный пучекъ параллельных» 
осей, удовлетворяющих» этому требованію. Если сдѣлать по-
строеніе на плоскости по правилу, которое примѣнялось на 

[EDF (39)] — областью ( + + + ) . 
Чтобы было возможно простое вращеиіе съ угловою ско

ростью, направленіе которой определяется на сферѣ параме-
тровъ областью BDC (33), нужно, чтобы большая изъ веля-
чинъ bttgyu b2tgy2 была не больше нуля, a bstgq3 не мень
ше нуля. На чертежѣ ХѴШ, который соответствуете сопря-
женнымъ областям» BDC и AEF, это требованіе выполняет
ся всѣми прямыми, принадлежащими области ( (-): око-

чертежѣ X V I I I , но для 
направлепія, принадле
жащего сопряженным» 
областям» АБС и EDF, 
то вышеуказанный пу
чекъ будетъ определять
ся областью ( —) 
(XIX), а пучекъ осей съ 
обратным» направле-
ніемъ угловой скорости 
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ло этихъ прямыхъ возможно простое вращеше съ угловою ско
ростью, образующею острые углы съ нормалями щ и % и ту
пой уголъ съ третьего нормалью. Точно такъ-же легко видѣть, 
что въ области (-)—| ) лежатъ прямыя, около которыхъ 
возможно вращепіе съ угловою скоростью, прямо противупо-
ложною предыдущей. 

Подобные-же результаты получаются и для остальныхъ 
случаевъ 2-й и 3-й группъ. 

Нужно впрочемъ замѣтить, — и это весьма существенно 
въ вопросѣ о возможно болыпемъ стѣсненіи въ движеніи твер-
даго тѣла, — что возможно такое относительное расположеніе 
нормалей, при которомъ область прямыхъ даннаго направленія, 
могущихъ служить осями простого вращенія, будетъ одна а не 
двѣ, и притомъ замкнутая, a направленіе угловой скорости 
будетъ возможно только одно изъ двухъ прямо противуполож-
ныхъ. Чтобы этого достигнуть, нужно только принять во вни-
маніе, что изъ 8 сочетаній трехъ знаковъ на перпендикуляр
ной къ осямъ плоскости одно всегда отсутствуетъ, и распо
ложить нормали такимъ образомъ, чтобы 1) отсутствовало со-
четаніе знаковъ, соотвѣтствующее одной изъ двухъ возмож-
иыхъ областей вращенія, и 2) остающаяся область вращеиія 
была замкнутая. Такіе 
случаи представлены на 
чертежахъ X X , X X I , 
X X I I и XXI I I , которые 
получены изъ чертежей 
XIX и X Y I I I перено-
сомъ прямыхъ те2, щ 
параллельно самимъ се-
бѣ или измѣненіемъ ихъ 

направленш на . проти-
вуположныя. Чертежи 
XX п XXI , полученные 
изъ чертежа XIX, соответствуют* угловым* скоростям* 1-й 
п 4-й группъ,-г-а чертежи X X I I и X X I I I , полученные изъ 
чертежа XVIII , угловымъ скоростямъ 2-й и 3-й группъ. 
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Соединяя всѣ случаи вмѣетѣ, можно сказать: Если, въ 
случаѣ трехъ опорныхъ поверхностей, три плоскости, прохо-

ЮТ 

Х Х Ж 

дящія черезъ нормали 
и нараллельпыя данному 
направленію, пересѣчь 
плоскостью къ нимъ 
перпендикулярною, то 
области осей даинаго на-
правленія, около кото-
рыхъ возможно простое 
вращепіе, изобразятся па 
этой плоскости такъ-же, 
какъ области центровъ 
возможиыхъ вращеиій 
при движеніи плоской 
фигуры въ ея плоскости 
въ случаѣ трехъ опор
ныхъ кривыхъ *). 

Если въ случаяхъ, 
представленныхъ на чер-
тежахъ XX, XXI , X X I I 
и X X I I I , прямыя пи 

щ пересѣкаются въ од
ной точкѣ, то изъ всѣхъ 
прямыхъ даниаго напра-. 
вленія только около пря
мой, проходящей черезъ 
эту точку и перпенди
кулярной къ плоскости 
чертежа, и будетъ воз
можно простое враще
ние, и притомъ только 
въ одну сторону. На-
иравленій, обладающпхъ 

*) Для сршшенія см. jßealeuux, Theoretische Kinematik, 1У76 г. стр. 10t)—Hä. 
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этимъ свойством*, бесчисленное мноліество; очевидно, что 
онѣ принадлежат* системѣ производящих* одного рода то
го линейчатаго гиперболоида, который определяется ВСЕ

МИ прямыми, пересѣкающими нормали къ трем* опорным* 
поверхностям*. Нужно впрочем* замѣтить, что не вся си
стема этихъ производящих* обладает* таким* свойством*. 
Такъ напр. въ случаяхъ, изобраясенныхъ на чертежахъ X V I I I 
и XIX, если прямыя пи щ, щ пересѣкутся въ одной точкѣ, 
области возможныхъ простыхъ вращеній останутся распро
страненными въ безконечность. 

Относительно поступательныхъ пере.мѣщеній (р = ° о ) 
легко замѣтить слѣдующее: онѣ возможны только по таким* 
направлепіямъ, которыя со всѣми тремя нормалями образу
ют* углы, не превосходящіе прямого. Эти нанравленія опре
деляются областью ABC (XVI). Если эта область обращает
ся въ точку, то остается возможнымъ поступательное перемѣ-
щеніе только по одному направленію. 

18. В О З М О Ж Н Ы Й винтовыя ОСИ Д Л Я случая, когда 
двѣ изъ трехъ нормалей между собою параллельны. 
Нусть будут* щ и щ параллельны. Если онѣ въ одну сто
рону направлены, то области ABC, BDF, AEF и JEDF 
(XVI) обращаются въ сферическіе двухсторонним, ограничен
ные дугами большпхъ кругов*; остальпыя-же четыре области 
попарно сливаются п обра- _̂ . ' 
щаются лишь в* границы ХХК" 
первых* четырех* областей. 

Легко видѣть, что около 
всякой оси, наиравлепіе кото
рой определяется сопряжен
ными областями ЕВСА и 
EJDCF (XXIV), возмолшо, 
какъ и въ общемъ случае, 
винтовое неремещеніе съ па
раметромъ, величина котора-
го находится в»е пределовъ 
между наименьшею и наибольшею изъ величинъ (40). 
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Областям» EBCD и EFCA соответствуют» неравенства 
(88) и (36). Изъ семи областей, нредставленнтлхъ на черте
же X Y I I или X V I I I , остаются шесть (XXV). Исчезает» область 

(-\ ); но П ри иномъ 
расположеніи нормалей мо-
гла-бы исчезнуть и какая-
либо другая область. Не 
повторяя разсужденій § 16 
объ остающихся шести об-
ластяхъ, замѣтим» только, 
что граничныя плоскости 813 

и 8гз становятся теперь па
раллельными ; потому-что 
отношевіе tg tpÄ : tg tp3 в» об

ласти ( - j—j—|-) равно tgy2:tgy3 в» области ( ), ибо 
въ послѣдней области углы tp2 и ср3 дополняют» до двухъ 
прямых» углы ерц и ср3 в» первой области. Таким» обра
зом», винтовыми осями даннаго направлепія, образую-
щаъо es двумя параллельными нормалями острый уголъ, а 
es третьею—тупой или обратно, могутъ слуоісить тѣ 
прямыя, которъгя леоюатъ или по одну сторону граничной 
плоскости Si3, или по другую сторону параллельной ей гра
ничной плоскости $23- При этомъ въ одной изъ этихъ обла
стей угловая скорость должна имѣть одно направленге, а 
въ другой—направленге противуположное. Въ первой изъ 
этих» областей ( + <*>) параметр» винтовой скорости должен» 
заключаться между величинами b2tgfy и b3tgy3, а во второй 
области—между Ь^д^ и b3tgy3. Геометрическія мѣста слѣ-
довъ осей, для которых» разность между предѣлами параме
тра одинакова, изображены на чертежѣ XXV точечным» пунк
тиром». Около прямыхъ даннаго направленія, лежащих» меж
ду граничными плоскостями, никакое винтовое перемѣщепіе 
не возможно. 

Наконец» еще замѣтим», что простое вращеніе возможно 
около таких» осей даннаго направлеиія, которыя лежат» (XXV) 
въ областях» ( (-) и (-]—j ); в» первой изъ них», 
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соотвѣтствепно неравенствам» (33), возможно вращеиіе въ од
ну сторону, а во второй, соответственно неравенствам» (36), 
— въ сторону противуположную. 

Поступательная перемѣщенія возможны очевидно по на
правлениям», опредѣляемымъ на чертежѣ XXIY областью 
ЕВСА. 

Предположим-» теперь, что параллелъныя нормали щ и 
щ направлены противуположно другъ-друъу. Въ этом» слу
чаев области АЕВ, EBD, DCF и АСЕ чертежа X V I обра
щаются в» сферическіе двухсторонники, ограниченные дугами 
больших» кругов»; а остальныя четыре области, сливаясь по
парно, обращаются лишь в» границы первых» четырех» обла
стей. Для изображения областей будем» пользоваться преж
ним» чертежом» XXIV, беря только то направление нормали 

которое поставлено въ скобках». ' 
Сопряжеиныя области ЕВСА и EDCF соотвѣтствуютъ 

теперь неравенствам» (34) и (37), а остальная пара сопря
женных» областей—неравенствам» (35) и (38). Таким» обра
зом» теперь не существует» такихъ областей для направлеиій 
винтовыхъ осей, для которыхъ параметр» возможной винтовой 
скорости находился-бы внѣ нѣкоторыхъ конечныхъ предѣловъ. 

Зададим» какое-нибудь направленіе винтовыхъ осей, со
ответствующее сопряженным» областямъ ЕВСА и EDCF. 

ххѵг Изъ семи областей об
щаго случая теперь опять 
остаются только шесть, 
отмѣченныя на чертежѣ 
XXVI . Изъ двух» гра
ничных» плоскостей $ 1 3 

и сохраняет» свое 
значеніе только послед
няя, так» как» прямыя 
щ и щ сопровождаются 
теперь одинаковыми знаками; граничная-же плоскость только 
тогда Граздѣляет» области возможныхъ и невозможныхъ вин
товыхъ осей, когда слѣдъ ея проходить через» точку пересѣ-
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ченія такихъ проекцій нормалей, нри которыхъ стоять про-
тявуположные знаки. Плоскость служить границею для 
области возможныхъ винтовыхъ осей даннаго направленія. 
Въ самомъ дѣлѣ, въ области ( J-) неравенства (34) со-
всѣмъ ие выполняются; въ области (:— Ц- -|-) первое и- вто
рое изъ этихъ неравенствъ всегда совмѣстны, а второе и тре
тье еовмѣстны по одну сторону граничной плоскости Sw. Въ 
областяхъ (-)- -4- -J-) и ( - ]—\- — ) 

Sitgtp, < MtfÇs, (41) 

такъ какъ ср! = ср2, а а \ <^ â 2 ; поэтому здѣсь первое и второе 
изъ неравенствъ (34) всегда совмѣстны; второе и третіе изъ 
нихъ въ области (-J~'-|—h) СОВМЕСТНЫ но одну сторону гра
ничной плоскости Аз, а в* области (-)—( ) совмѣетны ве-
здѣ. Въ области ( 1 ) неравенства (34) вездѣ совмѣст-
ны, а въ области (— •) первыя два изъ этихъ перавенствъ 
совмѣстны вездѣ, такъ какъ изъ отрицательныхъ теперь ве-
лйчинъ ô i ^ c p ! и b2tgy2 первая численно больше второй; вто-
рое-же и третіе изъ неравенствъ (34) совмѣстиы опять по од
ну сторону плоскости Soa. Итакъ винтовая скорость съ поло
жительною угловою скоростью возможна около всѣхъ винто
выхъ осей, ̂ лежащихъ по одну сторону граничной плоскости Дщ. 

Хотя плоскость #із, параллельная Sw, какъ граница обла
сти возможныхъ осей теперь никакой роли не играетъ, но 
она сохраняете свое значеніе при опредѣленіи предѣловъ для 
величины параметра возможной винтовой скорости; а именно, 
въ областяхъ (-J—|—\-), ( 1 )-и ( ) величина р 
будете заключаться или между S ^ c p i и b2tgy2 или между 
д 3 tg ср3 и § 2 tg ср2, смотря по тому, съ которой стороны отъ пло
скости 8ІЗ будетъ лежать винтовая ось. Въ области ( - { - - ] - — ) 
р будетъ всегда завлюченъ между Ъх tg cpt и Ь2 tg ср2, а въ обла
сти ( f- + )—между b3tgya и b2tgy2, 

Съ обратнымъ направленіемъ угловой скорости невозмож
но никакое винтовое перемѣщеніе около осей разсматривае-
маго'нами направденія, такъ какъ ни въ одной изъ шести 
областей (XXVI) не будутъ совмѣстны неравенства (37), 



— 43 — 

Если нормали щ и щ расположены въ другомъ порядкѣ 
(XXVII), то винтовое перемѣщеніе съ угловою скоростью (-f-co) 
нигдѣ не возможно око
ло осей заданнаго на-
правленія; но зато воз
можно винтовое пере-
мѣщеніе съ угловою ско
ростью обратнаго напра-
вленія около осей, ле-
жащихъ опять по одну 
сторону граничной пло
скости $ щ . 

Разсматривая со
пряженная области (35) и (38), мы придемъ /къ аналогич-
нымъ результатам», которые поэтому и не будемъ здѣсь вос
производить. Разница будетъ здѣсь только въ томъ, что гра
ницею области возможных» винтовыхъ осей будетъ служить 
граничная плоскость Si3, а не какъ это было въ преды-
дущемъ случаѣ. 

Соединяя эти результаты вмѣстѣ, можемъ сказать: Если, 
двѣ изъ трехъ нормалей m опорньгмъ поверхностяш парал
лельны но противуположно направлены, то для всякаю на-
правленгя, не перпендикулярною ни къ одной изъ трехъ нор
малей, существуют?) оси, около которыхъ возможна винто
вая скорость съ параметромъ, заключающимся между, конеч
ными предѣлами, различными для различныхъ осей. Угло
вая скорость мооюетъ имѣтъ на каждой оси только одно 
изъ двухъ направленгй. 

•Въ заключеніе .еще замѣтимъ, что простыл вращенія воз
можны около тѣхъ осей даннаго направленія, соотвѣтствующа-
го неравенствамъ (34) и (37), которыя лежатъ въ области 
( (- —) (XXVI). Въ случаѣ неравенств» (35) и (38) про
стыл вращенія возможны лишь около осей, лежащихъ (XXVII) 
въ области (-] f-). 

Поступатеіьныя перемѣшенія возможны очевидно только по 
направленіямъ, опредѣляемымъ на чертежѣ (XXIV) дугою JEA С. 
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Обратимся теперь къ винтовым?) осямъ, соотвѣтствую-
іщмь грангщамь четырех^ областей на шарѣ XXIV. 

Въ сдучаѣ, когда нормали щ п щ направлены въ одну 
сторону, направлеиіямъ осей, опредѣляемымъ точками круга 
AEDC, соотвѣтствуютъ безконечно болыпія значенія величинъ 

tg ср4 и 8 2 tg tp2. Сообразно съ этимъ • граничныя плоско
сти S13 й Sna (XXV) приходятъ въ совпадете съ плоскостями, 
содержащими нормали щ и щ. Въ областяхъ (—• •—• -4-) и 
(-)—I— |-) величина Ъ31ду3 положительная, а въ областяхъ 
( ) и (-j—j ) она отрицательная; съ другой сторо
ны въ областяхъ ( ) и (— (-) возможна угловая 
скорость (-)- со), а въ областяхъ (-)—) ) и (-]—)- -|-) угло
вая скорость (—со). Отсюда можно заключить, что въ обла
сти ( (-) будутъ лежать возможныя винтовыя оси съ па-
раметромъ, заключеннымъ между (—°°) и нѣкоторою поло
жительною величиною, а въ частности будетъ возможно и про
стое вращеніе (-f-co); въ области (— ) будутъ возможны 
винтовыя осп съ параметромъ, не превосходящимъ нѣкоторой 
отрицательной величины и съ угловою скоростью (-)- со), нри-
чемъ простое вращеніе не будетъ возможно; въ области 
(-J—I—J-) будутъ находиться винтовыя оси съ параметромъ, 
не меньшимъ нѣкотороп положительной величины, и съ угло
вою скоростью (—со), причемъ опять простое вращеніе не бу
детъ возможно; накоиецъ въ области (-)—( ) будутъ воз
можны винтовыя оси съ параметромъ, заключеннымъ между 
иѣкоторою отрицательною величиною и (-j-°°), причемъ угло
вая скорость должна имѣть направлеиіе (—со), и въ частно
сти будетъ возможно простое вращеніе по этому направленію. 

Направленіямъ, опредѣляемымъ точками круга EBCF 
(XXIV), соотвѣтствуютъ безконечно-большія значенія величины 
b3tgy3] поэтому граничныя плоскости S13 и приходятъ въ 
совпадете съ плоскостью нормали щ, и слѣдовательно между 
собою. Область невозможныхъ ' винтовыхъ осей теперь исчеза
ете. Около осей, лежащихъ въ областяхъ ( [-), ( 1—\-) 
и ( + - ) - - ) - ) возможно винтовое перемѣщеніе съ параметромъ, 
равнымъ или превосходящимъ большую изъ величинъ S t ^ f i , 
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ЪЛдУъ и съ угловою скоростью (-j-co); въ частности, около 
осей области ( J-) возможно и простое вращеніе въ вы
шеуказанную сторону, Въ -областях» (-}--) ), ( 1 •) и 
( )-, лежать теперь винтовыя оси, около которых» воз
можно перемѣщеніе съ параметромъ, не превосходящим» мень
шей изъ величин» Ъх1дуи Ьгід^, и съ угловою скоростью 
(— со); въ частности, около осей области (-}- - j ) возможно 
и простое вращеніе въ указанную сторону. 

Разсмотримъ теперь границы областей для случая, когда 
направленія нормалей щ и щ противуположны. Если взять 
какое-нибудь направленіе винтовых» осей, перпендикулярное 
къ этим» нормалям», т. е. соответствующее одной из» точек» 
круга AECD, то опять граничныя плоскости $ 1 3 и $ ш при
дут» в» совпаденіе съ плоскостями нормалей % и щ (XXYI). 
Такъ как» величины \tgcp и bnJgy% обратились въ безконеч-
ность, то неравенства ( 3 4 ) удовлетворяются конечными значе-
ніями параметра только въ областях» ( \- -J-) и ( 1—-) 
(XXVI); въ первой изъ них» параметр» можетъ имѣть всякое 
значеніе, равное или превосходящее положительную величину 
\ідЪ'і

 а в ъ области ( 1 ) параметръ долженъ быть не 
меньше нѣкоторой отрицательной величины, которой равняется 
здѣсь batg<ça. Направленіе вращенія въ обѣихъ областяхъ воз
можно только въ одну сторону ( + о>); во второй области ле
жать оси, около которыхъ возможно и простое вращеніе въ 
ту-же сторону. 

Подобныя-же заключенія можно сделать и по поводу рас-
положенія нормалей, представленнаго на чертежѣ X X V I I : воз
можныя винтовыя оси будутъ заключены въ областяхъ (-J (-) 
и (-) ) между граничными плоскостями, пришедшими въ 
совпадете съ плоскостями нормалей пх и и 2 ; простое враще-
ніе будетъ возможно около осей второй изъ этихъ областей. 

Поступательное перемѣщеніе въ обоих» вышеуказанных» 
случаях» возможно только по направленіям», определенным» 
на чертеже XXIV точками дуги ВАС. 

Направленіямъ, определяемым» точками круга ЕВ СЕ, со
ответствуют» безконёчно-большія зиаченія величины S3 *gr ср3, и 
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грапичныя плоскости SiS n приходят» въ совпаденіе съ 
плоскостью нормалп щ. Согласно неравенствам» (34), пара
метръ возможпой винтовой скорости должен» теперь удовле
творять неравенствам» 

Ѵ а " ? ! ^ Р <К%Ъ> (42) 

при условіи, чтобы нормаль щ не препятствовала вращенію 
(-f-(o). - Эти требованія будут» теперь выполнены (XXVI) въ 
областях» ( + - } - • — ) , ( 1 •) и (—• ); причем» около 
осей области ( (-•—) будет» возможно и простое вращеиіе. 
Около осей, лежащих» въ остальных» трехъ областях», ника
кое перемѣщеніе не будет» возможно. 

Подобныя-же заключенія можно сдѣлать и но поводу слу
чая, представленнаго на чертежѣ XXVII , предполагая в» нем», 
что винтовыя оси перпендикулярны къ нормали щ. В» обла
стях» ( - f - f - ^ ) ) (H Y) д (—" h) будут» паходиться 
возможныя винтовыя осп с» параметром», удовлетворяющим» 
неравенствам» (37) п съ вращепіемъ (—со); причем» в» обла
сти (-] J-) будет» возможно и простое вращспіе. Около-же 
осей остальных» трехъ областей никакое винтовое перемѣще-
піе не будет» возможно. 

Поступательное перемѣщепіе вообще говоря теперь невоз
можно, такъ какъ параметр» винтовой скорости заключен» 
между конечными предѣламп; только если винтовая ось пер
пендикулярна ко всѣмъ трем» нормалям», что соответствует» 
на чертежѣ XXIV точкам» Е и С, эти предѣлы обращаются 
въ — оо и - j - °°, и становится возможным» поступательное 
перемещение вдоль этой оси, притом» въ обѣ стороны. 

Предполагая далѣе, что направлепія угловых» скоростей 
не принадлежат» непремѣнно границам» областей, замѣтим» 
еще одпнъ частный случай двух» противуположно направлен
ных» нормалей: когда онѣ лежат» на одной прямой. Если-бы 
пе было третьей нормали, то винтовое перемѣщеніе было-бы 
возможно около всякой оси, но только съ определенною для 
каждой оси величиною параметра (§ 13). Благодаря присут
ствие третьей нормали, не параллельной первым» двум», прл-
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мыл даннаго направления дѣлятся на возможный, и певозмож-
ныя винтовыя осп граничною плоскостью Sis пли &и, смотря по 
тому, которая изъ нроекцій нормалей nL и щ на плоскость, пер
пендикуляр ную данному направленно, сопровождается зиакомъ, 
противуположнымъ знаку проекціи нормали п.л, Такимъ образомъ 
въ настоящем* случаѣ получается большее стѣсненіе въ перемѣ-
щеніяхъ твердаго тѣла, сравнительно со случаями, представлен
ными на чертежах* X X V I и X X V I I , гдѣ играла роль тоже 
только одна граиичпая плоскость, но параметръ винтовой ско
рости пе имѣл* на каждой оси опредѣленпаго зпачеиія, за
ключаясь лишь между пѣкоторыми нредѣлами. 

19. ВОЗМОЖНЫЙ в и н т о в ы я оси для случая , когда 
всѣ т р и нормали параллельны одной и той-жѳ плоско
сти. Теперь изъ 8 областей общаго случая на сферѣ параме
тров* одна пара еопряжешшхъ областей обращается в* точки; 
и это можетъ еду-

х х ш читься с* каждою 
из* четырех* пар* 
сопряженных* обла
стей. Этп четыре 
случая представле
ны на чертежах* 
X X V I I I , XXIX , 
XXX- и X X X I , па 
которыхъ пунктир-
ныя прямыя суть 
слѣды плоскостей, 
проходящих* через* 
центр* сферы па
раметров* и пер-
непдикулярпых* къ 
нормалям*, а знаки 
неравенств*, поста
вленные впутрп об
ластей , образуемых* этими 
равенствам* (32) ' (39). 

X X X X X X 

плоскостями, соотвѣтствуютъ не-
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Распредѣлеиіе возможных» винтовых» осей при какихъ-
нибудь их» направленіяхъ, соответствующих» шести обла
стям», ничего существенно новаго не представляет»; обратим» 
вниманіе только на винтовыя оси, перпендикулярная къ трем» 
нормалям». Прежде всего замѣтим», что по направленно, пер
пендикулярному къ трем» нормалям», возможно поступатель
ное перемѣщеніе, и притом» въ обѣ стороны. Отсюда слѣду-
етъ, что если около какой-нибудь прямой этого направленія 
будетъ возможно простое вращеніе,—хотя-бы только въ одном» 
из» двухъ нанравленій,—то будетъ возможно и винтовое нере-
мѣщеніе со всякою величиною параметра. Такимъ образомъ 
здѣсь вопросъ о нредѣлахъ для параметра виптовой скорости 
отпадает» п задача сводится къ отыскаиію осей простого вра-
щеыія. Вопрос» дѣлается въ этомъ отношеніи тожеетвеинымъ 
съ вопросомъ, разсмотрѣинымъ въ § 17. Различіе состоитъ 
только въ томъ, что па чертежахъ XIX, XX, X X I и X X I I и X X I I I : 
1) у прямыхъ, изображающих» плоскости нормалей, знаки (-J-) 
или (—) 'перед» буквами щ, щ, щ должны быть отброшены, 
так» какъ эти нормали теперь параллельны плоскости черте
жа; 2) указанныя там» области осей простых» вращеній пред-
ставляютъ собою теперь области осей, около которых» воз
можно винтовое перемѣщеиіе со всякою величиною параметра. 

Наибольшее стѣсненіе для осей, перпендикулярных» къ 
тремъ иормалямъ, получается въ томъ случаѣ, когда область 
возможныхъ осей вращенія будетъ замкнутая (XX), (XXI), 
(XXII), (XXIII) и когда треугольникъ, изображающие эту об
ласть, обратится въ точку: тогда остапется возможною только 
одна винтовая ось, перпендикулярная къ тремъ иормалямъ. 

20. Возможныя винтовыя оси въ сдутаѣ, когда 
всѣ три нормали параллельны между собою. Здѣсь 
нужно различать два случая: когда всѣ три нормали напра
влены въ одну сторону, и когда одна изъ нихъ противуположиа 
двумъ другимъ. 

Когда всѣ три нормали въ одну сторону направлены, то, 
подобно тому, какъ это уже было при двух» параллельных» 
нормалях», около всякой оси, не перпендикулярной къ ним», 
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возможно винтовое перемѣщеніе съ параметром», величина ко-
тораго находится внѣ пределов» между наименьшею и наи
большею изъ величин» (40) (§ 15); причем», если угловая ско
рость образует» с» нормалями острый угол», р должен» быть 
не мепыие большей изъ этих» величин»; если-же угловая ско
рость образует» с» нормалями тупой угол», то р не должен» 
превосходить меньшей из» них». В» частности, простое вра-
щеніе возможно только въ том» случаѣ, если винтовая ось не 
проходит» между нормалями. Что касается до винтовых» осей, 
перпендикулярных» к» нормалям», то около тѣх» изъ нихъ, 
которыя не проходят» между нормалями, возможно винтовое 
иеремѣіяеиіе со всякою величиною параметра, но только с» 
одним» из» двух» нанравлеиій угловой скорости; около-же пря
мых», проходящих» между нормалями, невозможно никакое 
винтовое перемѣщеніе конечнаго параметра. 

Предположим» теперь, что одна изъ нормалей, п3, проти-
вуположиа двумъ друшмъ. Пересѣчем» три нормали плоскостью 
QIQIQM, к 'ь ним» перпендикулярною (XXXII), проведем» на 
сфере параметров» (ХХХШ) в» діаметральиой плоскости ACBD 
иер иендикулярп ой къ 
нормалям», діаметры 
Л В и CD, соотвѣт-
ственпо параллельные 
НрЯМЫМ» Q3Qi И QaQ,, 
и наконец» через» 
эти діаметры прове
дем» плоскости AEBF 
и CEDF, паралель-
ныя нормалям». По
верхность сферы раз
делится на 8 областей и возможность винтовой скорости и ве
личины ея параметра будет» находиться въ зависимости отъ 
того, которой из» этих» 8 областей будет» соответствовать 
нанравлепіе угловой скорости. 

Возьмем» какое-нибудь направленіе угловой скорости, при
надлежащее области ВЕС. Дѣлая изображеніе на плоскости по 

7 

ж х ж 
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правилу § 9, мы увидим» (XXXIY), что прямая —п 3 окажется 
внѣ промежутка между двумя другими прямыми, и 
Такъ какъ угловая скорость (-(-со) образуетъ съ нормалями 
щ и ?г2 острые углы, а съ ?г3 тупой уголъ, то параметр» воз
можной угловой скорости должен» удовлетворять неравенствам» 
(33). Легко видѣть, что оно выполняется теперь во всѣхъ че-
тырехъ областяхъ чертежа XXXIV, такъ какъ вездѣ ô\ tg cpt и 

Ь2 tg сра меньше чѣмъ 
X X X I Y 

—п, -п. Ъ3ідц3. Въ областяхъ 
( + + + ) и ( р + ) 
р можетъ, согласно не
равенствам» (33), при
нимать только положи
тельная зиачешя, а 
въ области ( —) 
только отрицательныя, 

въ области-же ( \-) р можетъ быть н положительным» 
и отрицательным»; поэтому въ этой области лежат» оси, около 
которых» возможно между прочим» и простое вращеніе. 

Если взять противуположное предыдущему нанравленіе 
угловой скорости, т. е. принадлежащее области DAF (XXXIII), 
сопряженной съ областью ВЕС, то окажется, что съ этою 
угловою скоростью никакое винтовое перемѣщеніе не возможно. 
Действительно, этому случаю будетъ соответствовать чертеж» 
XXXV, а для величины р — неравенства (36), которыя ни въ 
одной изъ четырех» областей чертежа не будутъ совместны. 

Подобные-же результаты получаются, если разсматривать 
сопряженная между собою области AED ж ВЕС (XXXIII). 
Разница будетъ только въ томъ, что теперь винтовыя перемѣ-
щенія будутъ возможны, когда направленіе угловой скорости 
принадлежит» второй изъ этихъ областей, т. е. съ первыми 
двумя нормалями образуетъ тупой угол». 

Съ угловыми скоростями, направленія которых» соответ
ствуют» остальным» четыремъ областямъ BED и GAE, СЕА 
и BDE, никакое винтовое перемещеніе не возможно. Действи
тельно, если взять направленіе угловой скорости, соответству-
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іощее области BED, то на плоскости мы получимъ изображен 
ніе XXXVI при условіи существованія неравенствъ (33); а эти 
неравенства не окажутся совмѣст-
ннми ни для одной из'ь четырехъ 
областей этого чертежа. Подоб-
ное-же мы найдемъ и вт> осталь-
ныхъ трехъ случаяхъ CAF, СЕ А 
и BBF. 

Соединяя все вмѣстѣ, мо-
жемъ сказать: Если три норма
ли къ опориымъ поверхностями 
параллельны между собою гь 
притомъ третья нормаль противуполооюна двумъ первыми, 
то для того, чтобы около осей даннаго направленгя было воз-
M.OOICHO какое-либо винтовое перемшщеніе, необходимо гь доста
точно, чтобы заданное направленіе удовлетворяло следующе
му условгю: плоскость, проходящая черезъ третью нормаль 
и параллельная заданному иаправленію, должна оказаться 
леоісагцвю вішъ промежутка между подобпыми-оісе плоскостями, 
проходящими черезъ первыя двѣ нормали. Около всѣхъ осей 
какого-либо направленія, удовлетворяющаго этому условно, воз
можно винтовое перемѣщеніе съ параметромъ, заключеннымъ 
между нѣкоторыми, для различныхъ осей различными, но во
обще говоря конечными нредѣлами и только съ однимъ ивъ 
двухъ нацравленій вращенія. Около прямыхъ, не удовлетворя
ющее этому условгю, никакое винтовое перемѣщеніе не воз-
мооісно, если не считать поступательный, перемѣщеній, пер-
пендикулярныхъ къ тремъ нормалямъ. 

Здѣсь является единственный случай, когда, при трехъ 
опорныхъ поверхностяхъ, существуютъ такія направленія, что 
ни одна изъ системы параллельныхъ прямыхъ этого направле
ния не можетъ служить осью винтоваго перемѣщенія. 

Въ нредшествующемъ разсмотрѣніи нужно исключить всѣ 
винтовыя оси, нараллельныя нормалямъ, такъ какъ при такихъ 
осяхъ вышеуказанныя, проходящія черезъ нормали плоскости 
становятся неопределенными,- но относительно этихъ осей мо~ 
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лшо непосредственно видѣть, что около нпхъ возможпо только 
простое вращеніе въ обѣ стороны. 

Если ось лараллельпа одной пзъ двухъ плоскостей, кото
рыя содерлсатъ нормали нротивуположнаго направления, то, 
какъ мы впдѣли въ § 1 3 , параметръ винтовой скорости дол
жен* имѣть одно опредѣденное значепіе. Эта винтовая ско
рость будетъ действительно возможна, если это значеиіе па
раметра удовлетворяет* неравенству, зависящему отъ третьей 
нормали. При этом*, подобно общему случаю настоящаго § ; 

или всѣ оси данваго направленія будут* возможными иди ни 
одна пзъ них*. 

Относительно впнтовыхъ осей, перпендикулярных* къ 
нормалям*, можно впдѣть следующее. Поступательное переме
щение возможно по всем* паправленіямъ, перпендикулярным* 
къ нормалямъ; вращеніе-же возможно только около таких* 
осей, которыя, удовлетворяя общему вышеизложенному условію, 
проходятъ кролгв того между третьею нормалью п одною изъ 
двухъ нормалей, къ ней ближайшею. Изъ двух* направлений 
вращенія около каждой изъ таких* прямыхъ возмолшо только 
одно; параметр*-же винтовой скорости можетъ пмѣть всякое 
значеніе, положительное или отрицательное. 

Замѣтим* еще особенность, представляющуюся въ том* 
случае, когда все три нормали леліатъ въ одной плоскости. 
Если средняя из* них* прп этом* противуноложна двум* дру
гим*, то вышеуказанное условіе возможности винтовых* осей 
удовлетворяется только для таких* осей, которыя параллельны 
плоскости трехъ нормалей, такъ какъ въ этом* случае обла
сти B E D , CAE, ÜEA и B D F (XXXIII) певозмолшыхъ вин
товых* осей занимают* всю сферу, а возможный наиравлеиія 
определяются только точками окружности большого круга, пло
скость котораго параллельна плоскости нормалей. Около ішв-
дой изъ указанных* осей возможна винтовая скорость только 
съ определенною величиною параметра; а въ частности около 
осей, лежащих* в* самой плоскости нормалей, возможно только 
простое вращеніе; для пернендшсудлрныхъ-же .къ нормалям* 
и лежащих*- въ ихъ плоскости осей, возможно винтовое пере-
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ігЬщепіе со всякимъ параметромъ. Кромѣ того очевидно воз
можно поступательное перемѣщеніе по всякому другому пер-
пеидикулярпому къ нормалямъ направленію и вращеніе около 
всякой оси, параллельной нормалямъ. 

Особенность настоящаго случая состоите въ томъ, что 
здѣсь получается для твердаго тѣла наибольшее стѣспеніе, ка
кое только для него возможно, когда оно опирается па три 
недодвпжныхъ поверхности. Въ самомъ дѣлѣ: 1) при всякомъ 
другомъ расположена нормалей существуютъ на сферѣ пара-
метровъ цѣлыя сплошпыя области направленій возможныхъ 
винтовыхъ осей, a здѣсь эти области состоять только изъ двухъ 
круговыхъ лпній; 2) параметре винтовой скорости имѣетъ для 
всѣхъ возможныхъ ве разсматриваемомъ случаѣ иаправленій, 
вромѣ одного, опредѣленное значеніе, и только для одного на-
правлеиія one остается произвольным^- между тѣмъ какъ во 
всѣхъ другихъ случаяхъ расположенія нормалей кромѣ одного, 
разсмотрѣннаго въ концѣ § 18, параметръ ограииченъ только 
пѣкоторыми нредѣламп; въ этомъ-же послѣднемъ случаѣ (кон
ца § 18), хотя параметръ и имѣете опредѣлепныя значенія. 
но зато остаются возможными оси всякаго направленія. Итаке 
можно заключить, что въ случаѣ трехъ опорныхъ поверхностей 
тогда получается наибольшее стѣснеиіе твердаго тѣла, когда 
нормали къ опориымъ поверхностямъ параллельны, лежать 
въ одной плоскости и средняя нормаль противуположна двумъ 
друъимъ *). 

Ч е т ы р е о п о р н ы х ъ п о в е р х н о с т и . 

21. Условія для возможныхъ винтовыхъ скоростей 
и число вовможныхъ совмѣстно областей на ш а р ѣ на
рам ѳтровъ. Иріемы, которые выше применялись къ случаю 
трехъ опорныхъ поверхностей, указыватотъ путь, которыме 
можно идти дальше; опять граничныя плоскости будутъ играть 
самую существенную роль. 

*) Нужно помнит],, что :ідѣсг> етѣсненіс раяс.чатрннастся только по отноше
ние ісь беаконечно-малииъ нереміиценінм-ь. 
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По отношенію къ направлению угловой скорости винто-
ваго перемѣщепія можно всѣ области, которыя вообще могутъ 
встрѣтиться на шарѣ параметров» при существование четы
рех» опорных» поверхностей, разделить на пять грунт, со
держащих» в» общей сложности 16 случаев»; хотя и пе всѣ 
эти 16 случаев» при какомъ-либо заданном» положеніи четы
рех» нормалей будут» существовать одновременно. Эти пять 
групп» соответствуют» тому, со сколькими нормалями угловая 
скорость образует» острые углы: 
1-ая группа: все четыре угла угловой скорости съ положи
тельными направленіями нормалей не превосходят» прямого; 
поэтому (§ 4) параметръ угловой скорости удовлетворяет» 
условіям»: 

р^В^дуі, P^S2tgtfit р>Ъід<р3, Р > М < / < р 4 - (43) 

• 2-ая группа: угловая скорость образует» с» тремя пормалямп 
угол», не превосходящій прямого; эта группа содержит'» че
тыре случая, причем» р будет» не меньше трех» из» ве
личин» 

5 і ^ ? і > К*9Ъ> satycp3, V / m (44) 

и не больше четвертой. 
3- я группа содержит» шесть различных» случаев», в» кото
рых» угловая скорость образует» съ двумя нормалями углы, 
не нревосходящіе прямого, параметр»-же р соответственно пе 
меньше двух» изъ величин» (44) и не больше двух» других». 
4- ая группа: угол» угловой скорости съ одною изъ четырех» 
нормалей не больше прямого; такихъ случаев» четыре, при
чем» р не меньше одной изъ велпчинъ (44) и не больше 
остальных». 

5-ая группа, какъ и первая, содержит» только одинъ слу
чай, въ котором» угловая скорость образует» со всѣми че
тырьмя нормалями угол», пе меньшій прямого, и соответствен
но этому параметр» р не превосходит» пи одной изъ велп
чинъ (44). 

Известно, что к плоскостей, проведенных» через» центр» 
шара, разд'Ьляют» его поверхность в» общем» случае па 
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At = h (le — 1) - f 2 (45) 
областей. 

Поэтому, если шар» параметров» пересечь к плоскостями, 
проходящими через» его центр» и перпендикулярными къ нор
малям» к. опорных» поверхностей, то получится Ак областей. 
Каждой изъ этих» областей будет» соответствовать одна изъ 2к 

систем» неравенств», которым» может» вообще удовлетворять 
параметр» винтовой скорости; но при к^> 3, Ак<С. 2*, и поэто
му не всѣ 2* случаев» будут» возможны въ действительности, 
если твероое тѣло опирается болѣе чѣмъ на три поверхности. 

В» случаѣ четырех» опорных» поверхностей Ак — 14; 
следовательно каждый раз» из» 16 случаев», заключающихся 
въ 5 группах» этого §, два случая будут» отсутствовать. 14 
остающихся областей попарно сопряженны (§ 6); поэтому и 
исчезающія две области будут» всегда сопряженныя. 

Которая пара сопряженных» областей будет» каждый раз» 
отсутствовать, можно определить следующим» образом». За 
метим» 8 областей, соответствующих» трем» первым» норма
лям», «!, «о, щ на шаре параметров». Исчезаніе пары обла
стей находится в» зависимости от» того, въ которой из» 8 
областей находится положительный конец» четвертой нормали 
щ. Такъ напр., если направленіе попадет» въ область 
ABC чертежа X V I , то эта область, соответствующая неравен
ствам» (32), будет» теперь вся целиком» соответствовать не
равенствам» (43); и точно так»-же вся сопряженная ей об
ласть JEDF, соответствующая неравенствам» (39), будет» те
перь вся соответствовать и неравенствам», обратным» относи
тельно неравенств» (43). Зато неравенства 

> с\ <Рі> Р 2̂ Чі Рг:<Ѵ$гсрз, 2><S4tycp4 (46) 

и сопряженныя им» неравенства 

f<ottg<çu Р<йй*д<?г, Р<83*9Ъ} Р^$ІЦ'?І (47) 

не будут» удовлетворяться ни одною из» существующих» об
ластей, так» как» этим» неравенствам», которыя заключают» 
в» себе неравенства (32) и (39J, могла-бы удовлетворять 
только некоторая часть областей ABC и EFD. 
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Подобныя-же соображепія нрилождмы и къ остальным» 7 
случаям». 

23. Винтовыя скорости 1-й и 5-й групшь. Двѣ обла
сти, составляющая первую п пятую группу, сопряжепны. Около 
осей, которыя принадлежать этим» областям», возможна віш-
товая скорость съ параметром'», величина котораго находится 
внѣ нѣкоторых» предѣловъ, подобно тому, как» это было при 
меньшем» числѣ опорныхъ поверхностей, когда угловая ско
рость со всѣмп нормалями составляла только острые или только 
тупые углы. 

Не останавливаясь на этомъ подробпѣе, отмѣтимъ следу
ющую особенность, которая является только въ случай, когда 
число опорных» поверхностей пе меньше четырех», и кото
рая нмѣет» зпачеиіе в» вопросѣ о наибольшем» сгѣспеніи пе-
ремѣщепій твердаго тѣла при дапиомъ чпслѣ опорных» по
верхностей. На основапіи сказаппаго въ § 22, четыре нормали 
могутъ пмѣть такое панравлсніе, что областей первой и пятой 
группъ не будетъ существовать; тогда вообще пе будетъ та
ких» винтовых» скоростей, параметры которых» заключал іісь-
бы ешь нѣкоторыхъ предіь.юво, такъ как» для винтовых» осой, 
принадлежащих» всѣм» остальным» областям», параметр» воз
можной винтовой скорости заключается меокду пѣкоторыші пре-
дѣла.ѵи. Принимая во впиманіе все сказанное для случаев», 
когда число опорных» поверхиосте-ü меньше четырех», нахо
дим»: Для того, чтобы помощью опорныхъ поверхностей, 
нормали къ которыми въ точкахъ касаигя къ нимъ твердаго 
тѣла меоіеду собою не параллельны, можно было параметра 
всякой возмооісиой для твердаго тѣла винтовой скорости за
ключить между некоторыми, вообще говоря конечными пре
делами, число опорныхъ поверхностей должно быть меньше 
четьгрехъ *). 

Понятно, что эти предѣлы, завися отъ S и Ф, будутъ для 
различных'» осей различны. 

*) Въ случаѣ лараллсльныхъ нормалей это достигается н моиыішмъ чп-
сломъ опорныхъ поверхностей (§ 13 и § 20). 
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24. Винтовыя скорости 2-ой и 4-ой группъ. Изъ 
четырех* случаев* каждой изъ этихъ группъ достаточно раз-
смотрѣть какой-нибудь одииъ; возьмемъ изъ 2-ой группы слу
чай, въ которомъ угловая скорость съ первыми тремя норма
лями, пи и 2, щ, образует* угол*, не нревосходящій прямого, 
а съ четвертою нормалью, щ, угол* не меньшій прямого. Для 
параметра винтовой скорости будут* при этом* существовать 
неравенства (46). Сопряженному с* ним* случаю, принадле
жащему 4-ой группе, будут* соответствовать неравенства (47). 
Задав* какое-нибудь соответствующее этим* двум* случаям* 
направленіе винтовых* осей, сд/Ьлаем* на плоскости, к* ним* 
перпендикулярной, изобраяіепіе но правилу, указанному въ 
§ 10. На этой плоскости возмояшыя оси съ положительною 
угловою скоростью будут* определяться областью, ограничен
ною изображающими граничныя плоскости прямыми Sm B.Zi и 
SM, проходящими через* точки пересеченія прямыхъ ( - j - щ), 
( ~ j - n.z) и ( -f- щ) съ ( — щ), въ тѣхъ углахъ между инми, 
в* которыхъ britg<$rà пмѣетъ одинаковый знакъ съ оѴ#фі) Ь^іду., 
и b3tgy3. Не будемъ повторять приводящихъ къ этому разсуж-
депій, такъ какъ оне совершенно аналогичны сказанному въ 
§ 10 и § 16 для двухъ п трехъ опорныхъ поверхностей. 

• Область, определяющая возможпыя винтовыя оси съ угло
вою скоростью заданнаго наиравленія, можетъ находиться вну
три треугольника, образуемаго прямыми £ 1 4 , S2i и # 3 4, илп впѣ 
его. Это будетъ зависеть от* относительная располож,енія 
прямых* (-]-«!), ( Ь« 3) и (—??,4) и отъ отношенія ме
жду величинами (44), т. е. это будетъ зависеть отъ относи
тельная расположенія четырех* нормалей и отъ направления 
угловой скорости в* пределах* разсматриваемой для этого на-
нраиленія области. 

На чертежѣ XXXVII представлен* случай, когда иско
мая область ( - f (о) ограничена всеми тремя граничными пло
скостями и пе замкнута. Для ясности, въ 11 областяхъ, об
разуемых* прямыми (-|-'»'i), (-f-'^o), (-\-ns) а ( — П І ) І поставлены 
знаки, величии* (44), определенные но правилу § 2. На томъ-
же чертеже изображена область возможпыхъ виптовыхъ осей 

8 
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но другую 

съ обратпыыъ направлевіемъ угловой скорости (-со) . - Тавъ 
какъ теперь неравенства (46) неремѣияіотся на обратныя не

равенства (47), а зна
ки 11 областей оста-

: ются прежними, .. по-
тому-что они завислтъ 
только отъ угловъ ср,, 

Тз, фи отсчитывае-
мыхъ независимо отъ 
того, какое напра
вление на оси имѣетъ 

. угловая скорость, — 
то искомая область 
возможныхъ винто-
выхъ скоростей (—со) 
должна определяться 
тѣмъ, что она лежитъ 

сторону отъ всѣхъ трехъ прямыхъ S14, S.2Î, S3i 

сравнительно съ преды-
дущимъ случаемъ. Эта 
область па чсртежѣ 
X X X V I I ограничена 
только двумя из» этих» 
прямых», а именно <S14 

И S s 4 -

На чертежѣ X X X V I I I 
представлено такое рас-
положеніе нормалей, при 
котором» область, опре
деляющая ВОЗМОЖНЫЙ 

виптовыя оси, замкпутая. 
Для того, чтобы это бы
ло действительно ] воз-
можпо, необходимо, что
бы, при даппомъ .распо
ложены нормалей, на-
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правленіе угловой скорости, конечно въ предѣлахе указан
ной для него на сферѣ иараметрове области, удовлетво
ряло-еще иѣкоторыме добавочнымъ условіяме. Чтобы дать по-
иятіе объ этихъ усдовіяхъ, не входя въ подробный раз
боре ихъ, отмѣтимт. ихъ па примѣрѣ, представлепноыъ па 
чертежѣ XXXVII I . Направленія прямыхъ S.Zi, S3i, пред-
ставляющихъ граничпыя плоскости, могутъ измѣняться въ пре-
дѣлахъ соотвѣтствуюідихъ имъ угловъ, образуемыхъ прямою 
(—и 4 ) съ прямыми (-[-%), ( + ih) я ( + г а а ) ; и завпсятт» отъ 
того (§ 10 и § 11), въ какомъ отпоіпеиш находится £/ср4 къ 
tg^ii tgy„ и tgya. Положиме, что прямая SSi уліе проведена 
по общему правилу; для того, чтобы область возможпыхъ вин
товыхъ осей представилась замкнутымъ треуголышкомъ, необ
ходимо, чтобы точка нересѣченія прямыхъ $ 1 4 и /SU пришлась 
съ топ стороны отъ прямой SM, съ которой находится область, 
удовлетворяющая условіямъ 

Р=1^і(/<?о, р < 84 ta <р4, (48) 

т. е., па чертежѣ XXXVII I , съ правой стороны. Это будетъ 
вьшолнепо, если 

а і + «s + ß < * ; 
между прочимъ это можстъ быть достигнуто, если взять углы 
а ( п а, достаточно малыми, т. е. если, согласно правилу для 
нроведенія грапичпыхъ плоскостей, взять ф е р 4 достаточно ма-
лымъ въ сравненіи съ tg ср4 и tg ср3. Такое условіе всегда мо
жете быть выполнено въ дѣйствительности. А именно, когда 
существуіогь на шарѣ иараметровъ области, соотвѣтствующія 
неравенствамъ (46 ) п ( 4 7 ) , то отрицательное направленіе нор
мали n,t можно задать точкою области ABC (XVI); тогда всі 
точки этой области будутъ удовлетворять неравенствамъ ( 4 6 ) , 
а точки сонряженпой ей области EDF— неравенствамъ (47) . 
Be этоме случаѣ для винтовой оси можно взять направленіе 
какъ угодно близкое къ направленію щ и слѣдовательио чи
сленное значеніе tg ср4 сдѣлать достаточно малыме сравнительно 
се численными гзиаченіями tgyy и tgy3. Замѣтимъ еще, что 
области ABC и EDF (XVI) можно по желанію какъ угодно 
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сьузить xi достигнуть того, что для всякаго папраилеиія, соот
ветствующего неравенствам» (46), возможныя винтовыя осп 
будутъ на перпендикулярной къ шшъ плоскости определяться 
замкнутою областью треугольника. Попятно, что нетолько на-
правлепіе, но п относительное расположение четырех» нор
малей должно быть при этомъ. какъ на чсртежѣ XXXVIII , 
взято надлежащее; напр. при расположена, представленном'» 
па чертеже X X X V I I это никогда пе можетъ быть достигнуто. 

Когда винтовыя оси съ задаппымъ иаправлепіемъ угловой 
скорости опредѣляются замкпутою площадью треугольника 
(XXXVIII), то винтоиыхъ осей съ обратным» паправлепіемъ 
угловой скорости вовсе не будетъ; потому-что, если пзмѣиить 
иаправленіе угловой скорости па обратное, то по отпошепію 
к» каждой пзъ гранпчныхъ плоскостей SVt, # 2 4 и #34,—вслѣд-
ствіе неремѣпы перавепствъ (46) на обратпыя ira» перавепства 
(47),—возможная область дѣлается невозможною п обратно; та
ким» образом» теперь возможная область для ( — со) должна 
была-бы паходпться по другую сторону каждой изъ трехъ пря
мых» /Su, S24, $ 3 4, чѣмъ находится треугольник» (-f-(o), а такая 
область въ действительности существовать пе можетъ. 

Для того, чтобы возможный винтовыя оси даннаіо на
правления и СО конечным!' параметрами винтовой скорости 
па перпендикулярной m нимъ плоскости моіли определяться 
замкнутою областью, необходимо пмѣтъ по крайней міьрѣ 
четыре опорныхъ поверхности. При этомъ область будетъ 
замкнутою нетолько для даннаго паправленін по и для на-
•правленій достаточно къ нему близкихъ. 

25. В И Н Т О В Ы Я скорости 3-й группы. Чтобы разо
браться въ случаяхъ 3-й группы, обратимся сначала къ случаю 
трехъ опорных» поверхностей и вспомішмъ (§ 16), что когда 
параметры удовлетворяют» одной из» систем» неравенств» 
(33), (34), (35) или обратных» им» перавепствъ (36), (37), 
(38), то возможныя винтовыя оси даннаго ианравлспія, прп-
падлежащаго одной пзъ соответствующих'» этимъ неравен
ствам'» областей, заключены в» одной пзъ двухъ пар» верти
кальных» углов», образуемых» двумя граничными плоскостями; 
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для осей одного пзъ этих* углов* угловая скорость нмѣет* 
одио нанравлепіс, а для осей другого угла—ианравлспіе иротіі-
вуноложпое. Разсмотрим* теперь пзъ шести случаев* третьей 
группы, которые попарно сопряжении, слѣдующіе два сопря
женных*: 

Р Г і М ^ ф и P r I S a t y ? 2 , p < Ô 3 t y < P 3 ; Р < М 0 Ч Ѵ , (49) 

?J < S, ü</ір1 ; . p < 8 2 t y < ? 2 ; 1>>К*УЪ> P r l M t f T v (50) 

Найдем* сначала по правилу, указанному въ § 15, пару вер
тикальных* углов*, содержащих* винтовыя оси, удовлетвормю-
щіл неравенствам* 

пли 

Рг^8і<0.<Рі . 2 > > 8 a t y < P » 2 3 < М < 7 ? 3 , (51) 

P < V < / < P n 2 ' ^ 5 » t y < P a i Р > в 3 <gr <р 8,. (52) 

а потом* пару вертикальных* углов*, которым* соответству
ют* неравенства 

jj^S.tg^,, p > 8 j ^ i p s , j> < 8 4 <р4, (53) 

или 

Р ^ ô l <Рл Р I I S2 <</ ?2; і 3 ^ S J <р4- (54) 

Очевидпо, что возможиыя винтовыя оси должны находиться в* 
областях*, 'которыя одновременно принадлежат* углам* (51) 
и (53) или (52) и (54). Таких* областей можетъ оказаться 
двѣ (соответственно двум* противуположнымъ направленіям* 
угловой скорости) или одна (съ тѣмъ или другимъ наиравде-
ніемъ угловой скорости) или пи одной. Четыре таких* случая 
представлены па чертежах* X X X I X , X L , X L I и X L I I ; при
чем*, какъ было и раньше, горизонтальными штрихами зату
шеваны области возможных* винтовых* осей съ одним* на-
нравленіем* угловой скорости (+о>), а вертикальными штри
хами—области виптовыхъ осей съ обратным* направлеиіем* 
угловой скорости (—со). Области, въ которыхъ штрихи одного 
рода вдвое чаще, представляют* области действительно воз
можных* впнтовыхъ осей, т. е. удовлетворяющих* неравен-
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ствамъ (51) и (53) или (52) н (54). Подробпаго описанія 
этихъ чертежей не дается, такъ какъ иріемъ для оцредѣ-

леиш знаковъ въ раз
личи ыхъ о б ластя хъ. 
между прямыми 
( + ^ ) , (—«s) и (—п*) 
и правило для прове-
денія на основаиіи 
этихъ знаковъ пря
мыхъ Sis, Sis, $14 И SM 

были уже подробно 
изложены раньше. Па
раметры въ случаяхъ 
X X X I X , X L и X L I 
будутъ заключены 
между пѣкоторыми, 
вообще говоря, ко
нечными нредѣлами. 
Въ сдучаѣ-же X L I I 
возможпыхъ впнто-
выхъ осей вообще не 
будетъ. Итакъ нахо-

димъ: Для того, чтобы при какихъ-нибудь • произволь-
пьгхъ но не параллельнъгхъ направленгяхъ нормалей къ 
опориымъ поверхностямъ существовали такія паправле-
нгя прямыхъ, по которымъ иикакія винтовыя от не воз
можны, необходимо, чтобы число опорпыхь поверхностей было 
не меньше четырехъ и чтобы предполагаемое направленіе угло
вой скорости образовало съ двумя нормалями острые углы, 
а съ двумя другими нормалями—тупые углы *). Ііромѣ того, 
самое расиоложеніе нормалей и величины угловъ cpt, сра, ср4 

должны быть подчинены нѣкоторымъ ограиичивающимъ усло-
віямъ, въ разборъ которыхъ входить не будемъ. 

*) Выше, въ § 20, было показано, что если нормали между с-обого парал
лельны, то это возможно и при трехъ опорныхъ новерхностяхъ. 
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26. Возмоисныя винтовыя оси съ параметромъ, 
равнымъ нулю или без конечности. Послѣ сказаннаго в» 
§ 17 об» оеяхъ просгахъ вращеиій при трех» опорных» поверх-
ностахъ, легко видѣть, что теперь, въ случаѣ четырех» опор
ных» поверхностей, оси 
даннаго направленія, око
ло которыхъ возможно 
простое вращеніе, бу
дут» на перпендикуляр
ной къ этому направле
нно плоскости предста
вляться или въ видѣ 
двухъ незамкнутых» об
ластей или в» видѣ од
ной замкнутой области 
или совсѣмъ будут» от
сутствовать. 

Главный интерес» 
представляет» для нас» 
послѣдній случай, въ 
смыслѣ большаго стѣ-
сненія движенія. Можно 
убѣдиться, что каково-
бьг ни было данное по-
ложеніе трехъ опорныхъ 
поверхностей, всегда можно четвертую опорную поверхность 
располооісгітъ такб, что простое вращеніе около осей какого-
либо дапнаго гь смеоюнъгхъ съ нимъ иаправлеиій сдѣлается не-
возмооюнымъ. Покажем» это для одного случая; въ остальных»-' 
же случаяхъ это может» быть иовѣрено додобнымъ-ж,е обра
зом». Пусть заданное направленіе винтовых» осей относится 
к» 1-й и 5-й группамъ и слѣдовательно параметръ р удовле-. 
творяетъ неравенствам» (43) или неравенствам» им» обрат
ным» и пусть чертежъ XIX представляетъ проекціи трех» пер
вых» нормалей -?г„ щ, щ на плоскость, перпендикулярную къ 
осямъ; положеніе-же четвертой нормали, пг, предоставимъ сво-
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ему выбору. Осп, около которыхъ возможно простое вращепіе 
съ угловою скоростью, образующею, согласно неравенствамъ 

(43), со всѣмм четырьмя 
нормалями острые углы, 
должны па указанной 
плоскости опредѣляться 
областью (•—•—• ), 
тавъ какъ только въ та
кой области неравенства 
(43) совмѣстиы съ усло-
віемъ р = 0; и точно 
такъ-же обратному на
правленно угловой ско
рости простаго вращепія 
должна соотвѣтствовать 
область (-J 1 \- -{ - ) . 
Понятно, что такія об
ласти могутъ принадле
жать только областямъ 
( ) и ( + + + ) 
чертежа XIX; п отъ по-
ложенія проекдіи четвер
той нормали будетъ за

висать, существуютъ-ли опѣ въ дѣйствительности ИЛИ нѣтъ. Чер
тежи X L I I I , L X I V , X L V и X L V I представляютъ повторепіе 
чертежа XIX съ добавленіемъ прямой (-)- ?г4). На чертежѣ 
X L I I I она расположена такъ, что области (-J- (о) и (— со) оста
ются безъ измѣиенія; на чертежѣ X L I V , на которомъ прямая 
( - h n * ) i сравнительно съ чертежомъ X L I I I , передвинута немного 
книзу, одна пзъ этихъ областей ( - j - со) получила сокращеніе; 
на чертсжѣ X L V эта область совсѣмъ изчезаетъ, а другая дѣ-
лается замкнутою; наконецъ, на чертежѣ X L V I обѣ области 
исчезаютъ и слѣдовательно ne остается прямыхъ даппаго иа-
правленія, около которыхъ было-бы возможно простое вращеиіе. 

Подобно чертежу XIX остальные, отпосящіеся къ тому-же 
вопросу чертежи XX, XXI , X X I I и ХХШ могутъ быть при 
помощи четвертой прямой или (—щ) дополнены такнмъ 
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образомъ, что область возможныхъ простых?» вращеній пли 
останется безъ пзмѣпенія или отчасти сократится или совсѣмъ 
пзчезиетъ. При этомъ 
очевидно, что надлежа
щими ноложепіемъ пря
мой (-4- щ) или (— щ) 
всегда можетъ быть до
стигнута послѣдніи изъ 
этихъ случасвъ, каковы- *~ 
бы ии были положепія ' 
прямихъ п1} щ, щ и 
ихъ условные (§ 10) 
знаки (-]-) или (—), а 
также, въ кавоі-бы изъ 
пяти группъ (§ 20) не 
принадлежало паправле-
ніе угловой скорости; по-
тому-что прямая (+_ щ) 
раздѣляетъ всю пло
скость чертежа на области 
(-|-Ö>) xi (—іо) нростыхъ 
вращеній и можетъ быть 
всегда проведена такъ, 
отвѣтствующія тремъ 
первымъ опорнимъ по-
верхностямъ области 
нростыхъ вращеній съ 
обратными знаками угло
вой скорости. 

Хотя уничтожение 
осей простого вращенія 
можетъ быть достигнуто 
для каждаго задан наго 
въ отдельности наира-
вленія ихъ, но отсюда 
еще не слѣдуетъ, чтобы возможно было такое расноложе-

9 

что эти области покроютъ сооою со-
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ніе нормалей, яри которомъ вообще 

Х Г Л Ѵ " 

+11, _ +-ns 

пикакихъ осей про
стого вращенія "не 
останется. Виро-
чемъ при слѣдую-
щемъ нюке разбо
ре особеииыхъ слу
чаевъ положенія че
тырех'» нормалей 
мы увидпнъ (§ 30), 
что это возмолгно 
въ действительности 
для веѣхъ паправле-
пій кроме одного. 

Кстати заме
тим1» зд'Ьсь, что по
мощью четырех» 
опорных» поверхно
стей можно заста
вить твердое тело 
им'Ьть только нере-
м'Ьщенія около не
подвижной точки. 
Для этого нужно, 
чтобы четыре нор
мали пересекались 
въ одной точк'Ь; а 
паправленія ихъ 
должны удовлетво
рять условію, что
бы на сфере пара
метров» пе остава
лось областей, при-
иадлежащихъ пер
вой и пятой груп
пам'». На этомъ слу
чае, который можно 
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было-бы разобрать помощью общаго пріема настоящей статьи, не 
будемъ далѣе останавливаться, такъ какъ онъ явствуетъ изъ из-
вѣстнаго способа сдѣлать центр» шара неподвижным» помощью 
четырех» точек» опоры. Если тѣло ne имѣетъ формы шара, но 
на его поверхности даны точки, в» которых» нормали удовле
творяют» вышесказанному условію, то и для него помощью 
четырех» прикасающихся къ нему въ этихъ точках» опорныхъ 
поверхностей будетъ достигнуто уничтоженіе всякихъ винто-
выхъ осей, кромѣ осей вращенія, проходящихъ черезъ точку 
нерссѣченія всѣхъ четырех» нормалей, если конечно ограни
чиваться перемѣщеніями безконечно-малыми. 

Предыдущая разсужденія указывают» вмѣстѣ съ тѣмъ, что 
для уничтоженія всякихъ поступательных» перемѣщеній необ
ходимо и достаточно имѣть четыре опорныхъ поверхности. Это 
слѣдуетъ уже непосредственно изъ сказаннаго въ § 22 о томъ, 
что параметры всѣхъ вообще возможныхъ винтовыхъ скоростей 
могутъ быть теперь заключены между конечными предѣлами. 
Съ другой-же стороны это видно и изъ конца § 17; а имен
но, при четырех» опорных» поверхностях» область ABC 
(XVI) моаіетъ совсѣмъ исчезнуть, и тогда никакое поступатель
ное перемѣщеніе не остается возможным». Оба заключенія 
впрочемъ тождественны въ своемъ основаніи. 

27. Случай, когда двѣ изъ чѳтырѳхъ нормалей 
мѳэкду собою параллельны. Послѣ подробнаго разбора, 
сдѣланнаго въ § 18 относительно случая трехъ опорныхъ по
верхностей, когда двѣ изъ трехъ нормалей параллельны, мож^ 
но теперь ограничиться краткими замѣчаніями. Прибавленіе 
четвертой нормали къ тремъ нормалям» § 18 можетъ или 1) 
оставить области возможныхъ винтовыхъ осей безъ измѣненія 
или 2) сократить одну или 3) обѣ эти области (-(-со) и (—to) 
или наконецъ 4) совсѣмъ ихъ уничтожить. Это будетъ зави
сать какъ отъ направленія и положенія четвертой нормали 
такъ и отъ выбраннаго нами общаго направления винтовыхъ 
осей. Первый, второй и четвертый изъ этихъ случаевъ воз
можны только тогда, когда граничныя плоскости 3ti и $ м бу
дутъ параллельны граничным» хглоскостям» SiS a S.^] для этого 
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нѣтъ необходимости, чтобы нормаль щ. была параллельна 
нормали щ: нужно только, чтобы отиопгенія tgyt : tg^ и 
ty% '• tg^i были равны равнымъ между собою отиошеніямъ 
(§ 18) tgtfi : tgw3 и tgwz : tgqa, т. e, чтобы щ составляла съ 
даниымъ направленіемъ винтовой оси такой-же уголъ какъ щ. 
На чертежѣ X L V I I представленъ четвертый случай, когда об

ласти вовможныхъ вин-
товыхъ осей даннаго на-
правленія совсѣмъ исче-
заютъ; этотъ чертежъ 

^ представляетъ собою 
3 чертежъ XXV, допол

ненный проевціею че
твертой нормали, удо
влетворяющей вышеска-
заннымъ условіямъ и 
расположенной такъ, что 
области (-[- ю) и (— ш) 

чертежа XXV вполнѣ покрываются областями (—со) и (-(-со), 
определяемыми прямою Подобпую-же роль могла-бы здѣсь 
пграть и прямая Sti, еслибы (—-п^ пересѣкалась съ 
въ точкѣ, которая лежитъ въ промежуткѣ между прямыми 
S13 и /Ьзд. 

Въ другихъ случаяхъ, соотвѣтствующихъ чертежамъ X X V I 
и XXVII это уничтоженіе можетъ быть достигнуто подобнымъ-
же образомъ. 

38. Четыре нормали попарно параллельны. Въ 
этомъ случаѣ получаются результаты, подобные предыдущимъ; 
т. е. области возможныхъ винтовыхъ осей вообще говоря сокра
щаются, а могутъ быть и совсѣмъ уничтожены. На нѣкоторыхъ 
особенностяхъ сравнительно съ предыдущимъ случаемъ останав
ливаться не будемъ. Замѣтимъ только, что когда параллельныя 
между собою нормали щ и щ направлены въ одну сторону, полное 
уничтоженіе не достигается. Действительно, если ns и га4 также 
въ одну сторону направлены, то это очевидно само собою; если-
же онѣ направлены въ иротивуположиыя стороны ( X L V I I I ) , то. 
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ШОІ 

согласно сказанному въ § 13, уничтожается только одна изъ 
областей (+со) , ( — со), въ данномъ случаѣ область ( + со). 
Но уничтоженіе обѣихъ 
областей можетъ быть 
достигнуто, если нетоль
ко нормали, щ ж'щ про-
тивуположно направле
ны, но если и щ про-
тивуположно щ; тавъ 
какъ при трехъ норма-
ляхъ существуем толь
ко одна изъ областей 
( + ю ) , ( - с о ) [(XXYI) 
и (XXVII)], а она введе-
ніемъ четвертой нормали 
можетъ быть покрыта областью съ противуиоложнымъ направле-
ніемъ угловой скорости. Эти случаи изображены на чертежахъ 
( X L I X ) и (L), которые представляют» собою соотвѣтственныя 
дополненія чертежей (XXVI) и (XXVII). Возможность это
го уничтожения видна 
также непосредствен- X b I X 
но изъ § 13. При 
двухъ опорныхъ по-
верхностяхъ, нормали 
въ воторымъ парал
лельны и противуно-
ложно направлены, 
возможна винтовая ско
рость около всѣхъ 
осей даннаго направле-
нія, но съ условіемъ, 
чтобы угловая скорость нмѣла при этомъ только одно изъ двухъ 
иаправленій, которое зависитъ отъ относительнаго положенія. 
двухъ нормалей. Поэтому, если имѣемъ двѣ пары параллель-
ныхъ и противуположно направленных» нормалей, то можемъ 
ихъ всегда расположить тавимъ образомъ, чтобы около осей дан-
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наго направденія не была возможна угловая скорость винто
вого перемѣщенія ни 
въ ту ни въ другую 
сторону; тогда не оу-
детъ возможно и са
мое винтовое неремѣ-
щепіе. 

Когда даны че
тыре нормали попарно 
параллельныя и про
тивуположно панра-
вленния, то легко 
найти всѣ направле
ния осей, около кото-
рыхъ никакая вивто-
выя перемѣщенія не 
будутъ возможны. Для 
этого дересѣчемъ сфе
ру параметр о въ (LI) 
двумя діаметральнъши 
плоскостями LMNF 
и LKNQ, параллель
ными плоскостямъ, со-
держащимъ нормали 
щ, nz ж щ, щ (LI I ) . 
Сравнивая чертежи 
(LI) и (LH) съ чер
тежами ( X L I X ) и (L), 
легко замѣтить, что 
тѣ направленія угло-
выхъ скоростей, ко-
торыя соотвѣтстиуютъ 
певозможнымъ винто-

выыъ осямъ, определяются на шарѣ (LI) сопряженными областя
ми двухсторонниковъ LMNQ и LKNP. Если векторы, гшобра-
оісаюгцге попарно параллелъпьгп и противуполоокнъш нормали, 



— 71 — 

КО опорными поверхностямь, рассматривать какъ пары силъ, 
то мооісно сказать: невозможны винтовыя оси такихъ на
правлений, по которымъ угловъгя скорости, прогшодимыя 
парами силъ (пи щ) и («3, щ), будутъ противуполооісньгхъ 
знаковъ *). 

Замѣтим» еще случаи, когда каждая пара нротнвуполож-
иыхъ нормалей лежит» на одной прямой. Мы знаем», что 
въ случаѣ одной такой пары нормалей возможно винтовое пе-
ремѣщеніе около всякой прямой, но съ опредѣлениою величи
ною параметра ôtycp. Поэтому, если существуют» двѣ пары 
такихъ нормалей, винтовое перемѣщеніе будетъ возможно толь
ко около тѣхъ прямыхъ, для которыхъ величина btgy по от-
ноіиеііііо къ каждой изъ нормалей одинакова. Легко видѣть, 
что такія оси для важдаго даннаго направления образуютъ 
плоскость. А именно, проведем» граничиыя плоскости # 1 4 и &х 
(LUI) , которыя въ данном» случаѣ совпадают»: эти плоскости 
и содержат» тѣ оси даниаго направленія, для которыхъ 

8 і tg <Pi = S 2 % ? 2 = 83 tg ъ = \ tg <p4-
Настоящій случай представляет» твердое тѣло, которое не мо
жет» отходить отъ двухъ опор
ных» поверхностей, напр. пер
вой и второй. Извѣстно, что 
въ этом» случаѣ всѣ винтовыя 
оси даннаго параметра образу
ютъ конгруэппіго перваго по
рядка. Итакъ можно указаи-
нымъ выше нутемъ построить 
принадлежащую одной изъ этихъ 
конгруэнціи винтовую ось дан
наго ианравлеиія и съ данною 
величиною параметра. 

*) Эта Формулировка кішсматпчсскаго результата лмѣетъ и свое динами
ческое осиованіе, такъ какъ по нанранлсііііо четырехъ пормалсіі дѣііствутотъ со-
протнплснііі опорныхъ поверхностей, вызываемый какими либо приложенными къ 
твердому тѣлу дннамамп. 
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29. Три изъ четырехъ нормалей къ опорнымъ по
верхностямъ между собою параллельны. Этот» случаи 
можно разсматривать, пользуясь результатами § 20 . Указанный 
там» области возможных» винтовых» осей получают» теперь 
введеніемъ четвертой нормали ограинченіе, которое можно каж
дый раз» оиредѣлить ио общим» уже много раз» применен
ным» здѣсь правилам». Ограничимся поэтому теперь только 
нѣкоторыми краткими указаиіями. 

Если три параллельных» нормали пи п,м и3 в» одну сто
рону направлены, то но направлениям», для которых» всѣ че
тыре величины ( 44 ) имѣют» одинаковые знаки, будутъ возмож
ны впитовыя оси с» параметрами, величины которых», какъ и 
въ общем» случаѣ, находятся внѣ нѣкоторых» конечных» пре
делов». Относительно направленій, для которых» первыя три 
изъ величин» (44) имѣютъ один» знакъ, а четвертая 84^7 ср4, 
соответствующая непараллельной нормали, знакъ противопо
ложный, мы иайдемъ ограниченія возможныхъ областей, подоб
ная тем», которая указаны въ § 18 на чертеже XXV, нри-
чемъ одна изъ трехъ прямых» щ, щ, п3, средняя, и соответ
ствующей ей след» граничной плоскости не будутъ играть ни
какой роли (L1V). 

Если две изъ трехъ 
параллельных» нормалей 
въ одну сторону напра
влены а третья имъ про-
тивуположна, то, согла
сно § 20 , или вся пло
скость чертежа предста
вляет» область возмож
ных» винтовых» скоро
стей с» оапиль напра-
вленіем» угловой скоро
сти или впитовыя оси дан
наго направленія совсем» 

не возможны. В» последнем» из» этих» случаевъ четвертая 
нормаль пе вводит» новых» ограничены винтовых» скоростей, 
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ограничивая лишь постуиательиыя нереыѣщенія, перпендику-
лярпыя къ тремъ нараллелъньшъ нормалямъ; въ иервомъ-же 
случаѣ плоскость чертежа будетъ раздѣлеиа слѣдомъ только 
одной изъ граиичныхъ плоскостей, по одну сторону которой 
и будетъ находиться возможная область. Ограничения эти опять 
аналогичны указаннымъ въ § 18. Чертежи (LV) и (LVI) от
носятся къ этому слу
чаю; на второмъ изъ 
нихъ играетъ роль толь
ко одна изъ двухъ воз-
можныхъ въ этомъ слу
чае граничныхъ плоско
стей 

Если три параллель
ныхъ нормали лежатъ 
въ одной плоскости и 
средняя противуположпа 
двумъ другимъ, то (§ 20) 
для тѣла возможны толь
ко винтовыя неремѣще-
пія съ оиредѣленнымъ 
для кааадой оси параме
тромъ около осей, на-
р алл ельи ыхъ плоское ти 
трехъ нормалей, и кро-
мѣ того всякія посту-
пательныя перемѣщепія, 
къ нормалямъ пернен-
дикуляриыя, и винтовое 
перемещепіе съ произвольным-* параметромъ около осей, ко
торыя перпендикулярны къ тремъ нормалямъ п лежатъ въ ихъ 
плоскости. Если пормаль къ четвертой опорной поверхности 
какъ нибудь пересѣкаетъ плоскость первыхъ трехъ нормалей, 
то иеремѣщеніе около оси, этой плоскости параллельной, бу
детъ возможно только въ томъ случаѣ, если соответствующее 
этой оси значеніе параметра, определяемое тремя нормалями, 

10 
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ne будетъ противоречить неравенству, вводимому четвертою 
нормалью. Постропвъ для этого нанравлеиія грашічиыя пло
скости Su, #24, 8-м, которая теперь совпадаютъ, легко видѣть, 
что опѣ раздѣляютъ все пространство па двѣ области, изъ 
которых» въ одной лежать оси, допускающія одно нанравлепіе 
угловой скорости, а въ другой—обратное направлеиіе ея; па-
раметръ-же на каждой оси будетъ иметь одно определенное 
значеніе. Такпмъ образом» присутствіе четвертой нормали вво
дит» только то огранпченіе, что лпшает» каждую ось одного 
пзъ направленій угловой скорости. Перпеидикуляриыя к» трем» 
параллельным» нормалям» поступательная перемещеиія тоже 
получают» ограничеиіе съ одной стороны: для в их» остаются 
возможными только направлепія, образующая острые углы съ 
паправленіем» четвертой нормали; и только поступательная 
перемещенія, перпендикулярныя ко всем» четыремъ норма
лям», остаются возможными въ обе сторопы. 

30. Случай, когда все четыре нормали между 
собою параллельны. Когда при этом» все нормали направ
лены въ одну сторопу, ничего поваго сравнительно съ случа
ем» трехъ опорныхъ поверхностей пе получается. Случаи-
же, когда одна или две нормали протпвуположпы остальным», 
заслуживают» впиманія, такъ как» надлежащим» пхъ расиоло-
женіемъ можетъ быть достигнуто по.шое упичтожепіе всякихъ 
винтовыхъ скоростей съ параметром», не равным» нулю или 
безконечности *). 

Пусть будетъ нормаль пГк протнвуположпа тремъ осталь
ным». Въ § 20, для случая трехъ параллельных» нормалей, 
было указано, что если одна изъ этих» нормалей протпвупо-
ложпа двумъ другим», то существуют» такія иаправлепія, по 
которым» пикакія винтовыя оси не возможны. Необходимое 
ы достаточное условіе для этих» иаправлеиій состоит» въ том», 
чтобы плоскость, параллельная такому направленно и прохо-

*) Соотвѣтствуіощее атому раслоложспіе опорныхъ поверхностей часто 
ігрпмѣішстсн на практшсѣ. Уломлнаемъ о ломъ ядѣеь только для того, чтобы по
казать, каіП] оно вытекастъ изъ оСщііхъ еоображешіі настоящей статьи. 
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дящая черезъ ту нормаль, которая протнвуположиа двумъ дру-
гимъ, находилась между подобными-же плоскостями, проведен
ными черезъ двѣ другія нормали. Если вмѣсто трехъ норма-
леи даны четыре, изъ которыхъ одна, ?і4, противуположна 
тремъ остальным?», то эти нормали всегда могутъ быть распо
ложены такимъ образомъ, чтобы для всякаго направлепія вин
товыхъ осей плоскость, параллельная этому направленію и 
проведенпая черезъ нормаль ю4, находилась между двумя пзъ 
трехъ подобныхъ-же плоскостей, проведениыхъ черезъ осталь-
пыя нормали. Для этого нужно только нормаль щ помѣстить 
впутри призмы, образуемой нормалями щ, w2, щ. Тогда будутъ 
уничтожены всякія винтовыя скорости, параметръ которыхъ не 
равенъ нулю или безконечности. Остаются возможными только 
постуиательпыя неремѣщенія по всякимъ паправленіямъ, пер-
пепдикулярнымъ къ четырем?» нормалямъ, и простыя вращенія 
около осей, параллельныхъ этимъ нормалямъ, т. е. остаются 
возможными всякія перемѣщенія параллельно плоскости. 

Предполояшмъ теперь, что двѣ нормали, п3 и ?г4, проти-
вуположны двумъ другпмъ. И въ этомъ случаѣ подходящим» 
расположеніемъ нормалей можно достигнуть того-ясе самаго. 
Осповываясь опять на сказанномъ въ § 20, мы должны распо
ложить четыре нормали такимъ образомъ, чтобы для всякаго 
иаправлепія но крайней мѣрѣ одна параллельная ему и содер
жащая одну изъ нормалей плоскость оказывалась заключенною 
между двумя подобиыми-яі'е плоскостями, содержащими норма
ли противуположнаго направлеиія. Это будетъ достигнуто, если 
четыре нормали будутъ служить ребрами 
четырехгранной призмы безв входягщаго 
двуѵролтаго угла и если щлі этомъ нор
мали одинаковаго паправленія будутъ рас
положены въ діагональныхъ плоскостях?» 
этой призмы (LVII ) . И въ этомъ слу-
чаѣ остаются возможными только перемѣ-
щенія параллельно плоскости, къ которой 
пормали перпендикулярны. 
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31. Три или всѣ четыре нормали параллельны од
ной плоскости. Ограничимся нѣскодышми замѣчаиіями, ка
сающимися только осей, перпендикулярных* к* этим* тремъ 
или четырем* нормалямъ, такъ как* для других* направлепій 
существенных* особенностей не представляется. 

В* § 1 9 было замѣчеио, что в* случаѣ трех* опорных* 
поверхностей, нормали к* которым* параллельны одной пло
скости, около псрпендпкулярпыхъ къ этим* нормалям* осей 
возможиы винтовыя скорости съ произвольным* параметром*, 
если этп осп' принадлежат* иѣкоторой оиродѣленной незам
кнутой пли замкнутой области. Помощью четвертой опорной 
поверхности, нормаль къ которой въ точкѣ касанія къ тѣлу ne 
параллельна первым* трем* нормалям*, параметры этих* вин
товых* осей, по не области самых* осей, получают* ограни
чите по основному правилу § 4. 

Если всѣ четыре нормали параллельны одной плоскости, 
то онѣ могут* быть так* расположены, что по перпендикуляр
ному к* ним* направлению не останется никаких* возможных* 
осей простого вращеиія. Это слѣдуетъ пзъ того, что мы зпа-
емъ относительно неремѣщепій твердаго тѣла параллельно пло
скости *). Тогда но этому направление останется возможным* 
только поступательное иеремѣщепіе въ ту или другую сторопу. 

Пять опорныхъ поверхностей. 
32. Уедовія для винтовыхъ скоростей. Число всѣхъ 

случаев*, которые здѣсь можно себѣ представить по отноше
ние къ угловой скорости, равно 32. Подобно предыдущему, 
их* можно раздѣлпть па шесть группъ; причем* 
1-ая группа содерлштъ только одипъ случай, когда угловая 
скорость образует* острые углы со всѣми пятью нормалями и 
следовательно параметръ р не мепѣе каждой изъ пяти величинъ: 

sity<Pi> Ѵ</<Ра> Satyfa, 8rJcj«?i, V<7<PG; (55) 

'•••) Rev-leaux, Theoretische Kinematik, §§ 18, 30 д 20. 
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2- ая группа соотвѣтствуетъ пяти случаяш, въ которых» р 
ие больше одной изъ этпхъ величннъ и пе меньше остальных»; 
3- я группа содержит» десять случаев^, въ которыхъ р ие боль
ше двухъ изъ величии» (55) и не меньше остальных»; 
4- ая группа содержит» тоже десять случаевъ, въ которыхъ р 
пе превосходит» трех» из» величин» (55) и пе меньше двух» 
остальных»; 
5- ая группа состоит» из» пяти случаевъ, въ которыхъ р не 
меньше одпой пз» величии» (55) и пе превосходит» остальных»; 
G-ая группа состоит» только из» одного случая, для котораго 
р пе превосходит» ни одной изъ величин» (55). 

32 возможных» области можно опять разсматрпвать по
парно, соединяя сопряженныя области, которыя принадлежат» 
соответственно группам» 1-й и 6-й, 2-й и 5-й, 3-й и 4-й. 

На самом» деле из» 32 областей будут» находиться въ 
наличности пе более 22 областей, какъ это слѣдует» изъ об
щей формулы (45), если въ пей положить к—Ъ. Исчезающая 
таким» образомъ 10 областей попарно сопрялсеины. 

Уже разсматривая четыре опорныхъ поверхности, мы ви
дели, что, давая пормалямъ подходящія направленія, можно, 
уничтожить области первой и пятой групп», в» которых» ве
личина параметра возможной винтовой скорости находится снѣ 
некоторых» пределов». При помощи пяти опорныхъ поверхно
стей это п подавно можетъ быть достигнуто, и такпмъ образомъ 
параметры всех» возможных» осей могут» быть заключены 
между некоторыми, вообще говоря конечными пределами. 
Предполагая, что это сделано, обратимся прямо къ остальным» 
четырем» группам» областей. Ни одна изъ этих» групп» пе 
можетъ уже целиком» отсутствовать. Действительно, изъ пол-
наго числа 32 областей на сфере параметров» ие находится 
въ паличиости 10 областей, изъ которыхъ две области отно
сятся къ 1-й и 6-й группам»; из» 8 остальных» исчезающих» 
областей только 4 могут» принадлежать к» одпой и той-же 
группе, так» как» могут» исчезать только области попарно 
сопряженныя. А так» какъ въ каждой изъ остальных» четы
рех» групп» более четырех» различных» случаев», то каждая 
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группа областей иеиремѣнио будетъ пмѣть свонхъ предста
вителей. 

33. В И Н Т О В Ы Я ОСИ 2-Й И 5-Й группы и 3-й и 4-й 
группы. Такъ какъ всѣ пять припадлежащихъ 2-й и 5-й 
грушіѣ сонряжеппыхъ паръ областей одинаковы, отличаясь 
лишь нумераціею нормалей, то ограничимся разсмотрѣпіемъ 
только одной пары, тѣмъ болѣе, что согласно предыдущему §, 
четыре пары областей, припадлежащихъ разсматриваемымъ 
грушіамъ, могутъ быть уничтожены надлежащнмъ выборомъ 
направлепій пяти нормалей. Для остающейся пары областей 
иредположпмъ существованіе слѣдующпхъ двухъ группъ не
равенствъ: 

1'>аіЦ<?і, Р^^ЧіЧъ P^^tgfs, Р^5а%9в> 

р^КЧы (56) 

P > S4 Ц <Р«и (57) 

т. е. будемъ предполагать, что угловая скорость съ пи и,, щ 
п щ образуетъ острые углы, а съ щ—тупой уголъ или, для 
сопряженной области, паоборотъ. Въ этомъ случаѣ можно вос
пользоваться составленными уже рапьше чертелсами ХХХѴН п 
XXXVIII , которые соотвѣтствуготъ 1-му, 2-му, 3-му и 5-му изъ 
неравенствъ каждой изъ этихъ двухъ системъ, сдѣлавъ только 
падлежащія добавленія въ зависимости отъ введепія нормали щ, 
Одѣлаемъ эти добавления на чертежѣ XXXVII . Области воз-
можиыхъ винтовыхъ осей даннаго паправлепія, при введепіи 
пятой опорной поверхности и соотвѣтствующей ей нормали пГг) 

могутъ: а) остаться безъ измѣненія, b) сократиться, с) одна— 
сдѣлаться конечною, а другая совсѣмъ изчезиуть и cl) обѣ 
совсѣмъ изчезиуть. Который изъ этихъ случаевъ явится,-—это 
будетъ зависѣть отъ направлепія и положеиія пятой нормали 
и зависящей отъ нея новой граничной плоскости S64. Эти че
тыре случая изображены па чертежахъ L V I I I , L I X , L X и L X I , 
гдѣ положеніе прямыхъ та,, щ и щ съ соотвѣтствующими 
пмъ зпаками взято безъ измѣненія изъ чертежа ХХХѴП. До-
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бапочпая штриховка сдѣлана здѣсь только въ зависимости отъ 
положенья прямой, изображающей граничную плоскость # 5 4. 
Возможными остаются 
тѣ области, в» кото
рых» направлении обѣ-
пхъ штриховой» совпа
дают». Как» должна 
быть проведена пятая 
нормаль и какое долж
но быть взято пакло-
пепіе ея к» данному 
направленію осей, что
бы Sfn получила тре
буемое для этих» че
тырех» случаев» но-
ложеніе, •— это легко 
сообразить, пользуясь 
общим» правилом» 
§ 10 для проведевія 
слѣда граничной пло
скости. 

При паправленіяхъ 
угловой скорости, ОТ
НОСЯЩИХСЯ к» одному 
пзъ случаев» 3-й груп
пы и сонряяіенному съ 
ним» случаю 4-Й груп
пы, получимъ резуль
таты, подобные преды
дущим», которые поэтому подробнѣе разсматривать не будем». 
Принимая во впимапіе сказанное въ § 25 о существовали, 
уже при четырех» опорных» поверхпостяхъ, таких» направле
ний, по которым» никакія внитовыя оси не возможны, можно 
для случая пяти опорных» поверхностей сдѣлать такое общее 
заключение: Всегда можно направить и расположить пять нор
малей так», что 1) параметры всѣхъ возможных» для твердаго 
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тѣла винтовых» осей будутъ заключены между пѣкоторыми, 
вообще говоря конечными нродѣлами и 2) кромѣ того въ каж

дой изъ групш, па ко
торый мы подраздели
ли винтовыя, оси по ихъ 
паправленіям,ъ, найдут
ся такія направления, 
что ни одна изъ систе
мы параллельиыхъ .это
му иаправленію пря-
мыхъ не будетъ служить 
возможною винтовою 
осью. Попятно,что и на
правления достаточно 
блпзкія къ вышеуказан
ным» будутъ, въ нредѣ-
лах» разсматриваемоіі 
па сферѣ параметров» 
области, обладать тѣмъ-
же свойствомъ. 

Отсюда конечно не 
слѣдуетъ, чтобы можио 
было помощью ПЯТИ О-
норных» поверхностей 
вообще лишить твердое 
тѣло всяких» виптовыхъ 

иеремѣщепій. Извѣстно, что если не можетъ прекращаться 
касаніе твердаго тѣла къ пяти поверхностямъ, то для пего 
остается возможною одиа винтовая ось; если-же твердое тѣло 
только опирается на пять поверхностей, то въ перечислен
ных» выше группах» наиравлепій пайдутся такія направлс-
нія, по которым» останутся возможпыми цѣлыя области вип
товыхъ осей. Каким» расположепіемъ нормалей можно было-
бы сдѣлать эти области возможно малыми, это могло-бы, какъ 
и вопросы, указаппые въ концѣ § 25, составить предмет» 
особаго пзслѣдовапія. 
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34. некоторые частные случаи возможныхъ вин
товыхъ осей при пяти опорныхъ повѳрхностяхъ. По
сле ігодробнаго разбора винтовых» осей с» параметром», рав
ным» пулю или безкопечиости, и винтовых» осей при частых» 
ноложеиіях» нормалей для случая трех» и четырех» опорных» 
поверхностей, можно теперь ограничиться лишь нѣкоторыми 
краткими дополненіями. 

Относительно осей, около которыхъ возможно простое 
вращепіе, мы уже знаем» (§ 26), что при помощи четырех» 
пормалей можно достигнуть уиичтоженія осей вращенія дан
наго и достаточно к» нему близких» направление, къ какой-
бы области на сферѣ параметров» это направленіе ни принад
лежало. Помощью пяти опорныхъ поверхностей это можетъ 
быть конечно достигнуто в» большей степени, т. е. на сферѣ 
параметров» области невозможных» простых» вращеній могут» 
быть расширены; но уничтожеиіе простых» вращеиій около 
всяких» осей этим» еще не достигается. Необходимое и доста
точное для этого условіе состояло-бы въ томъ, чтобы при всяком» 
направленіи винтовой оси и для всѣх» прямыхъ этого направленія 
получалось для параметра JO условіе, чтобы онъ был» больше хотя-
бы одной изъ величин» (55), имѣющей положительное зиаче-
ніе, или меньше хотя-бы одной из» этих» величин», имеющей 
отрицательное значеніе; такъ какъ только тогда для него не 
будутъ возможны значенія, равныя нулю. Въ случаѣ четырех» 
опорныхъ поверхностей это въ наибольшей степени достигает
ся при параллельномъ расположены четырех» нормалей (§ 29), 
причем» остаются возможными вращенія только около осей, 
этим» нормалям» параллельных». Но эти послѣднія вращенія 
не могут» быть уничтожены одного пятою нормалью: остаются 
возможными вращенія около тѣхъ осей указаннаго направле-
нія, которыя лежат» по одпу сторону плоскости, проведенной 
через» пятую нормаль параллельно первым» четырем» норма
лям». При ииом»-же расположены нормалей остаются на ша
ре параметров» цѣлыя области направление возможных» осей 
вращеиія, которыя и подавно не могут» быть уничтожены вве
дением» пятой опорной поверхности. 

i l 
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Въ концѣ § 29 было указано, какое ограничсніе произ
водить прпсоедииеиіе какой-нибудь четвертой нормали къ тремъ 
параллельным* и лежащим* въ одной плоскости нормалямъ. 
Если теперь будетъ введена пятая нормаль, лежащая на одной 
прямой съ четвертою нормалью, по противуположпо ей на
правленная, то дѣйствіе ея будетъ состоять въ ограпичепіи, 
обратном* тому, которое достигалось четвертою нормалью; по
этому по всякому направленно, параллельному плоскости трех* 
первых* нормалей, останутся возможными только такія винто
выя оси, которыя лежат* въ указанной тамъ граничной пло
скости. Простая вращенія будутъ возможны только около осей, 
лежащихъ въ плоскости первых* трех* нормалей п пересека
ющих* остальные двѣ нормали, или также около осей, парал
лельных* первым* тремъ нормалям* и пересѣкающпхъ двѣ 
другія. Посту пательныя-же иеремѣщепіл будут* возмояшы 
только перпендикулярный ко всѣм* пяти нормалям*, в* ту и 
въ другую сторопу. 

Еслп четвертую и пятую нормали помѣстнть въ плоско
сти первыхъ трехъ нормален, на одиой не параллельной к* 
пимъ прямой п направить противуположпо другъ-другу, то 
твердое тѣло лишится всяких* винтовых* перемѣщеній съ ко
нечным* п неравным* нулю параметром*; возможны будут* 
только простыя вращепія около осей, лежащих* в* плоскости 
пяти нормалей и перпендикулярное къ нимъ поступательное 
перемѣщеніе. 

Если четвертую и пятую пормалп задать противуположпо 
другъ-другу, но не лежащими на одной прямой и не въ пло
скости первыхъ трехъ нормалей, то область возможных* вип
товыхъ неремѣщеній, а также въ частности область осей про
стого вращеиія опять расширяется; такъ-что стѣсненіе твер
даго тѣла становится меньше, чѣм* это было в* двухъ иреды-
дущихъ случаяхъ. 
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Шесть опорныхъ поверхностей. 

36. Общій случаи шести опорныхъ поверхностей. 
Не дѣлая для общаго случая разбора, нодобнаго тому, кото
рый дѣлался при меньшему числѣ опорныхъ поверхностей,' 
ограничимся немногими замѣчаніями. Число всѣхе возможныхъ 
случаевъ въ зависимости отъ шести неравенствъ, которымъ 
подчиняется параметръ винтовой скорости, будетъ теперь 64. 
Эти случаи, подобно предыдущему, можно раздѣлить на груп
пы, сообразно съ чпсломъ тѣхъ нормалей, съ которыми данная 
угловая скорость образуете острые углы. Такихъ группе те
перь семь; причеме сопряженными будутъ соотвѣтственно об
ласти 1-й и 7-й, 2-й и 6-й, 3-й и 5-й группе, а области 4-й 
группы будутъ попарно сопряжении; чнсло-же случаевъ, пред
ставляющихся ве семи груинахе, но порядку слѣдующее: 1, 
6, 15, 20, 15, 6, 1. Если принять во впимапіе, что па сферѣ 
Парамонове изъ числа 64 случаевъ ве наличности будетъ на
ходиться, по формулѣ (45), не болѣе 32, то можно шесть нор
малей направить такимъ образомъ, чтобы всѣ области четы-
рехъ грушіъ 1-й, 2-й, 6-й п 7-й отсутствовали. Кромѣ того 
еще пронадутъ нѣкоторыя попарно сопряженная области 3-й 
и 5-й группе, по во всякомъ случаѣ каке этп таке п 4-я 
группа будутъ пмѣть своихе представителей. 

Уяге для случая пяти опорныхъ поверхностей была ука
зана возможность направить и расположить нормали такимъ 
образомъ, чтобы въ каждой изъ остающихся возможными 
группе областей существовали направления, по которымъ ии-
какія винтовыя перемѣщенія не возможны. Хотя при шести 
опорныхъ поверхпостяхъ это достигается еще въ большей сте
пени, по полное уничтоженіе всякпхъ перемѣщеній еще не воз-
можпо. Когда твердое тѣло подчипепо пяти удероюішаюгцимъ свя-
зямъ, напр. не можетъ прекращать своего касапія въ пяти поверх-
иостямъ, то для пего остается возможнымъ одно онредѣленное 
винтовое перемѣщепіе; въ дѣйствитедьносги-же; при пяти опор
ныхъ поверхпостяхъ для пего остаются возможными цѣлыя об-



ласти винтовых* осей. Но если-бы даже и можно было помо
щью пяти опорныхъ поверхностей заставить твердое тѣло имѣть 
только одно опредѣлениое винтовое перемѣщеиіе, то и тогда 
одной шестой опорной поверхности быдо-бы недостаточно для 
уничтожения этого винтового перемѣщенія. Въ случаѣ пяти 
удержииающихъ связей, остающееся возмояшымъ винтовое пе-
ремѣщеніе можетъ происходить въ обѣ стороны, т. е. угловая 
и поступательная скорости могутъ одновременно мѣнять свой 
знакъ, такъ какъ пять условій связей даютъ опредѣленныя 
значенія для отношеній пяти координатъ винтовой скорости 
къ шестой, и поэтому условія связей отъ. перемѣны знака въ 
чпслителѣ и знамепателѣ этихъ отношеній не нарушаются. 
Шестая опорная поверхность моліетъ въ этомъ случаѣ прегра
дить тѣду винтовое неремѣщеніе только въ одну сторону, а въ 
обратную сторону оно ненремѣнно останется возможнымъ. 
Седьмая опорная могла-бы уничтожать и это нослѣднее пере-
мѣщеніе, если-бы пять опорныхъ поверхностей дѣйствитедьно 
могли представлять собою пять удерживающпхъ связей. 

36. Нѣкоторые частные случаи шести опорныхъ 
поверхностей. Относительно расположения нормалей, къ ше
сти опорнымъ новерхностямъ отмѣтимъ нѣсколько частпыхъ 
случаевъ, представляющихъ нѣкоторыя особенности. 

а) Мы знаемъ, что при четырехъ параллельныхъ норма-
ляхъ можно заставить тѣдо имѣть только перемѣщенія парал
лельно плоскости (§ 30), а помощью двухъ противуполояшо 
направленныхъ нормалей, дежащихъ на одной прямой, можно 
уничтожить всякія щэостъгя вращенія около осей, пе пересѣ-
кающихъ эти нормали, и всякіяѴперпендикулярныя къ жшъ 
иоступательныя неремѣщенія (§ 13). Поэтому, если двѣ по-
слѣднихъ нормали задать на прямой, какъ-нибудь наклоненной 
къ первымъ четыремъ нормалямъ, то для тѣла, изъ его пере-
мѣщепій параллельно плоскости, останутся возможными: вра-
щенія около осей, нараллельныхъ первымъ четыремъ норма
лямъ и пересѣкаюшихъ двѣ иослѣднихъ, и поступательное ие-
ремѣщеніе, перпендикулярное ко всѣмъ шести нормалямъ. 
Такъ какъ это поступательное перемѣщеніе перпендикулярно 
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къ плоскости остающихся возможными параллельных» между 
собою осей вращенія, то оно можетъ быть всегда замѣнено 
парою вращеній около двухъ изъ этихъ осей и следовательно 
никакого самостоятельного значенія не имѣетъ. Здѣсь мы имѣ-
емъ примѣръ тѣла, обладающаго двумя степенями свободы. 

б) Въ § 20 былъ разобранъ случай трехъ параллелытахъ 
нормалей, изъ которыхъ одна, « 3 , направлена противуположно 
двумъ другим», щпщ. Возмояшыя направления угловыхъ ско
ростей винтоваго перемѣщенія определялись тамъ областью 
ЕВ CEE (XXXIII), заключенною между двумя большими по
лукругами, плоскости которыхъ параллельны плоскостям» 
(щ ?г2) и (яа «з). Около всѣхъ осей такого нанравленія было 
возмояшо винтовое перемѣщеиіе съ параметром'», заключен-
нымъ для каждой оси между нѣкоторыми предѣлами, и съ од
ним» только направлеиіем» вращенія. Возьмем» три новых» 
параллельных» между собою нормали ?г4, та5, raG из» которых» 
нослѣдняя противуположна двумъ первым». Этим» нормалям» 
будет» на сферѣ X X X I I I тоже соответствовать ограниченная 
двумя полукругами область возможныхъ угловыхъ скоростей 
винтового перемѣщенія, которая можетъ или отчасти совпа
дать съ областью EBGFE или совсѣмъ не имѣть съ нею об
щих» точек». В» иослѣднемъ случаѣ, при существованіи одно
временно всѣхъ шести 

TYÎT 
нормалей, вовсе не - W U L 

будетъ возможныхъ на
правлены угловой ско
рости ; следовательно 
не останется никаких» 
возможныхъ винтовыхъ 
скоростей конечнаго 
параметра. Такой слу
чай изображен» на 
чертежах» L X I I и 
L X I i r , из» которыхъ 
первый нужно разсматривать одновременно с» чертежом» 
X X X I I , а второй представляет» дополиеніе чертежа X X X I I I 
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сферическим двух сторонником* Е' В' С F F, содержащим* 
область направленій, возможных* при существованіи отдель
но взятых* нормалей щ, щ, nR. Эти пормади взяты пер
пендикулярными къ первымъ трем* нормалям*. Но этим* рас
положением* нормалей, как* и вообще помощью шести опор
ных* поверхностей, полнаго закрѣнленія твердаго тѣла не до
стигается: остается возможнымъ поступательное перемѣщеніе, 
перпендикулярное ко всѣмъ шести нормалямъ, и притом* в* 
обѣ стороны. 

в) Замѣтим* систему возможных* винтовых* осей, когда 
три нормали параллельны между собою, лежат* в* одной пло
скости и средняя изъ иихъ противуположна двум* другим* 
( § 20 ) . Введя еще три опорных* поверхности, нормали кото
рыхъ въ точках* ихъ касаиія къ твердому тѣлу расположены 
подобный» же образомъ, по лежать въ другой плоскости, на
клоненной къ плоскости первых* трехъ нормалей, мы ограни
чим* систему возможных* винтовых* осей слѣдующим* обра
зом*. При трех* таких* нормалях* возможны винтовыя скорости 
только около осей, которыя параллельны их* плоскости; поэто
му теперь онѣ будут* возможны только но одному направленно, 
параллельному обѣим* плоскостям* нормалей. Притом*, так* 
какъ прп одной тройкѣ нормалей параметр* имѣетъ па каж
дой оси одно опредѣлениое зпаченіе, то при двухъ тройках* 
нормалей возможная винтовая ось доляша находиться въ той 
граничной плоскости, для которой равиыя между собою вели
чины 8 4фср 4, batgws, b6tg<f6 равны величинам'* 8,^ср 1 ; 8 а ^ср а , 
Ь3 tg ср3. Кромѣ этихъ перемѣщеній возмояшо еще поступатель
ное, перпендикулярное ко всѣмъ шести нормалямъ. 

Въ частности, если нормали тг4, та5, пЕ параллельны линіи 
пересѣченія ихъ плоскости съ плоскостью первыхъ трехъ нор
малей, то вышеуказанная граничная плоскость приходить в* 
совпадете съ послѣдпею • плоскостью; тогда всѣ возможный 
для тѣла винтовыя оси обращаются въ оси простыхъ враще-
ній, а поступательное перемѣщеніе, какъ и въ предыдущем-* 
случаѣ, остается возможным* по направленно, к* ним* пер
пендикулярному. 
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Если всѣ шесть нормалей перпендикулярны къ линіи пе-
ресѣченія их» плоскостей, то для тѣла будетъ только возмож
но винтовое перемѣщеніе около этой прямой съ произвольною 
величиною параметра, такъ какъ для всѣхъ другихъ осей, па-
раллельныхъ плоскостямъ нормалей, параметръ можетъ рав
няться только безкопечности, a вращеніе невозможно. 

г) Пусть нормали (%, зг4), (?г2, щ) и (щ, пй) попарно ле
жать на одной прямой и противуположно направлены. Для 
изслѣдованія этого случая можно обратиться къ чертежу XVI , 
§ 1 4 . Положимъ, что этотъ чертежъ изображаетъ распредѣ-
леніе областей, соотвѣтствующихъ трем» нормалямъ пи щ, п3; 
тѣ-же области будутъ соответствовать и тремъ остальнымъ 
нормалямъ щ, ?г5, пв] но только знаки неравенствъ, которымъ 
въ этихъ областяхъ удовлетворяете параметръ р, будутъ соот
ветственно противуположиы знакамъ неравенствъ (32), . . . (39); 
Отсюда следуете, что для всякой винтовой оси, если она во
обще возможна, параметръ должеиъ иметь одно определенное 
значеніе b^gw^b^tg^ или b2tgФ3=Ь5ідcps или b3tgv3=bGtgve. 
Поэтому возможными винтовыми осями могутъ быть только 
те, для которыхъ эти три величины равны между собою. 
Возьмемъ наиравленіе винтовыхъ осей, принадлежащее какой-
нибудь изъ 8 областей чертежа XVI , и сделаемъ плоскостное 
изображеиіе по правилу, введенному въ § 10. Чтобы не де
лать лишняго чертежа, обратимся къ чертежу X V I I I , сделан
ному для сопряженных» областей BD С и AEF\ нижеследу-
ющія разсужденія будутъ одипаково приложимы и къ другимъ 
областям». Величины \ tg<s^ b2tgy2: Ь3ідФ3 могутъ быть рав
ны только для техъ осей, которыя лежат» въ области (-J- - j - -)-) 
или (-— ); а так» как» граничная плоскость содержит» 
тавія оси, для которых» две из» указанных» величин» равны, 
то очевидно, что искомая ось будет» находиться въ пересе
чены двух» граничных» плоскостей. Для всякаго иаправленія 
найдется одна такая ось. Таким» образом», при разсматрива-
емом» частном» расположены шести нормалей, по всякому на
правленно существует» одна возможная винтовая ось съ опре
деленною величиною параметра; причемъ перемещеніе около 
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нея можетъ происходить въ обѣ стороны, такъ какъ эта ось 
одновременно принадлежит» областям» (+(0) и (—ю) (XVIII). 

Въ настоящем» случаѣ твердое тѣло, опираясь на три 
поверхности, которым» соответствуют» нормали щ, п3, не 
может» отходить отъ этихъ поверхностей вслѣдствіе нрисут-
ствія трех» остальных» поверхностей, нормали к» которым» 
прямо противуположны первым» тремъ нормалям». Поэтому 
здѣсь представляется случай, когда твердое тѣло обладает» 
тремя степенями свободы. Известно, что система возможных» 
винтовых» осей, соответствующая трем» степеням» свободы, 
слагается из» производящих» одного рода системы соосных» 
гиперболоидов», изъ которых» каждый содержит» винтовыя 
оси съ одинаковою величиною параметра. К» этим» произво
дящим» гиперболоидов» принадлежит» и найденная выше вин
товая ось. Итак» вышеуказанное построеніе точки пересе-
ченія двухъ грапичныхъ плоскостей (по правилу § 10) даетъ 
средство для случая трехъ степеней свободы отыскать возмож
ную ось какого-либо напередъ заданнаго направленія и вместе 
съ темъ найти величину соответствующего ей параметра. 

Если-бы каждая пара противуположно направленных» 
нормалей не лежала на одной прямой, то области возмож
ныхъ винтовыхъ осей распшрились-бы, такъ какъ для даннаго 
направленія, — хотя, правда, и не всякаго, — оставались-бы 
цѣлыя области возмоліныхъ винтовыхъ осей, и параметры вин
товой скорости на этихъ осяхъ не имѣли-бы определенпыхъ 
значеній, а ваключалиеь-бы лишь между некоторыми пределами. 

Семь и боіѣѳ опорныхъ поверхностей. 
37. Области направлений возможныхъ винтовыхъ 

осей и нѣкоторыѳ частные случаи. Въ случае нечетнаго 
числа, 2 іг- | -1 , опорныхъ поверхностей, превосходящаго шесть, 
нормали къ нимъ могутъ быть такъ расположены, что изъ 
2п-\-2 группъ, на которая могутъ быть, подобно предшеству
ющим» случаям», подразделены неравенства для параметра 
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винтовой скорости, останутся двѣ средиія, содержащая попар
но сопряженные случаи. Еслп-же число опорныхъ поверхно
стей, превосходящее шесть, будетъ четное, то нормали къ нимъ 
могутъ быть расположены такъ, чтобы оставалась возможною 
одна средняя группа, т. е. чтобы всякое направленіе винтовой 
оси со столышми-же нормалями образовало тупые углы, со 
сколькими нормалями оно образуетъ острые углы *). А имен
но, по формуле (45), число областей на сферѣ параметровъ 
для к опорныхъ поверхностей равно Ак — к (к—-1) -)- 2, а чи
сло случаевъ въ каждой изъ среднихъ групцъ при к — 2п-\- 1 
будетъ равно числу сочетапій изъ 2п -j- 1 элементовъ по щ 
но при п^>2 число этихъ сочетаній превосходить Ак\2. Если-
же к—2п и те^>3, то число случаевъ средней группы, равное 
числу сочетаній изъ 2п элементовъ по п, превосходить 
число Ак. При направленіи нормалей, удовлетворяющихъ 
указаннымъ условіямъ, параметры всѣхъ возможныхъ винто
выхъ осей будутъ нетолько заключены меоісду нѣкоторыми, во
обще говоря, конечными иредѣлами, по также области возмож
ныхъ осей будутъ, при одинаковых» остальныхъ условіяхъ, 
болѣе стѣспены, чѣмъ при существованіи пныхъ группъ кро
ме среднихъ. 

Не повторяя иріемовъ, которые ведутъ къ опредѣленію 
этпхъ областей при данном» полож,еиіи семи, восьми или бо-
лѣе нормалей, остановимся еще на сопросѣ о закрѣпленін 
твердаго тѣла опорными поверхностями. Наибольшее стѣсне-
ніе твердаго тѣла при помощи шести опорныхъ поверхностей 
состоит» въ томъ, что у него остается возможным» одно опре
деленное винтовое перемещеніе, и притомъ въ обе стороны. 
Въ настоящей статье былъ указанъ одинъ частный случай это
го (§ 36, б), состоявши въ томъ, что оставалось возможнымъ 
поступательное перемещеніе параллельно прямой опредЬлеина-
го направленія, которое могло притомъ происходить въ обе 

*) Прямой уголъ приходится 8Д'Ьсь, смотря по обстоятельствам^ разсма-
трпвать пли какъ лредѣлыіуіо величину остраго пли какъ предѣлъпуіо величину 
тупого угла. 

ѵ2 
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стороны. Отсюда слѣдуетъ, что одной седьмой опорной поверх
ности недостаточно для лишенія твердаго тѣла всякой свобо
ды, по что это можетъ быть достигнуто помощью восьми 
опорныхъ поверхностей. Въ заключеніе приведемъ нѣсколько 
частныхъ примѣровъ на послѣдній случай. 

а) Помощью четырехъ опорныхъ поверхностей, располо-
ліенпыхъ такъ, что нормали къ нимъ въ точкѣ касанія твер
даго тѣла меаіду собою параллельны, можно заставить тѣло 
имѣть перемѣщенія только параллельно данной плоскости, при
чемъ это моліетъ быть достигнуто двоякимъ образомъ (§ 30). 
Съ другой стороны извѣстио, что если плоская фигура можетъ 
двигаться только въ своей плоскости, то ее можно вполиѣ 
закрѣпить помощью четырехъ опорныхъ кривыхъ *). Отсюда 
видно, что можно закрѣпить твердое тѣло, взявъ четыре нор
мали меліду собою параллельными, а четыре другимъ нормали 
перпендикулярными къ предыдущпмъ и распололшвъ конечно 
всѣ нормали надлежащимъ образомъ. Вмѣсто четырехъ ио-
слѣднихъ нормалей можно было-бы взять четыре нормали па
раллельно плоскости, какъ нибудь наклоненной къ первымъ 
четыремъ нормалямъ. 

б) Въ § 36, б) былъ указанъ случай, когда при шести 
опорныхъ поверхпостяхъ для твердаго тѣла остается воз'мож-
ньгмъ только поступательное перемѣщеніе но двумъ противу-
положнымъ направленіямъ. Это неремѣщеніе очевидно моягетъ 
быть уничтожено двумя дополнительными опорными поверх
ностями. 

в) Помощью четырехъ опорныхъ поверхностей, если нор
мали ихъ въ точкахъ касанія къ твердому тѣлу пересѣкаются 
въ одной точкѣ и удовлетворяютъ условію, чтобы на шарѣ па-
раметровъ не было областей первой и пятой группъ (§ 21), 
можно заставить твердое тѣло имѣть только простыя вращеиія 
около точки пересѣченія нормалей (§ 26). Съ другой стороны, 
помощью четырехъ сферическихъ опорныхъ кривыхъ можно 
сдѣлать неподвижною сферическую фигуру, двигающуюся по 

*) ВеиіЛла), Theoretische Kinematik, стр. 113. 
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поверхности соотвѣтствующаго e l шара. Въ этомъ можно убѣ-
диться соображеніями, вполнѣ аналогичными тѣмъ, которыя 
приведены у Веиіеих для плоской фигуры (Theoretische K i 
nematik, стр. 113). Слѣдовательно помощью надлежащим* 
образомъ расположенных* четырехъ опорныхъ поверхностей 
мояшо сдѣлать неподвижнымъ твердое тѣло, которое раньше 
имѣло неподвижную точку. Такимъ образомъ опять помощью 
восьми опорныхъ поверхностей достигается полное закрѣлленіе 
твердаго тѣла. 

Настоящая статья, имѣвшая преяіде всего цѣлыо указать 
пріемы для изслѣдоваиія, по возможности нагляднымъ путемъ, 
винтовых* осей твердаго тѣла, связи котораго выражаются не
равенствами, далеко не исчерпывает* весьма обширнаго во
проса об* опорныхъ поверхностяхъ вообще. Поэтому резуль
таты здѣсь приведенные, — главнымъ образомъ, когда число 
опорныхъ поверхностей болѣе трехъ,—не претендуютъ на пол
ноту. Нѣкоторыя стороны задачи, напр. тѣ, въ которыхъ 
играет* роль кривизна поверхностей^ ведущія къ спедіальнымъ, 
чисто геометрическимъ изслѣдованіямъ, были съ самаго на
чала устранены (§ 3); a нѣкоторыя другія ея стороны, болѣе 
кииематическаго характера, только отчасти затронуты и могутъ 
послужить предметомъ отдѣльныхъ изслѣдованій. Сюда отно
сятся между прочимъ вопросы: о гранщахъ, въ которыхъ за
ключены на сферѣ параметровъ направленія осей, не до-
пускающихъ при данном* числѣ опорныхъ поверхностей ни-
какихъ винтовых* скоростей, болѣе обстоятельное изслѣдова-
ніе вопроса о полном* закрѣпленіи твердаго тѣла помощью 
наименыпаго числа опорных* поверхностей, а также болѣе 
полный разбор* винтовыхъ осей для случая, когда нормам въ 
четыремъ или болѣе опорным* поверхностямъ имѣютъ вакія-
либо особенный относнтельныя положенія. 

Августа, 1896. 


